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连续小波变换离散化的爆炸振动特征分析
*
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  摘要:应用连续小波变换的离散化关系,针对一个改进的L-P(littlewood-paley)小波基函数,给出了一种

实现频率完全分割的时频特征分析方法,并对爆炸振动时频特征进行了研究。80kgTNT地面爆炸时地面

垂向振动速度的时间能量密度分布情况表明,在质点振动峰值速度到达时刻爆炸振动的频率范围比较宽,而
其他时刻的振动频率相对较为集中,时频能量分布的峰值正好对应于爆炸振动速度的峰值到达时间。基于小

波变换的爆炸振动频谱特征与Fourier变换的结果具有良好的一致性。此外,还给出了利用小波变换结果建

立爆炸振动随机演变理论模型的基本方法。
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1 引 言

  小波变换在时域和频域都具有很好的局部化性质,能较好地解决时间和频率分辨率的矛盾。对于

信号的低频成分,可以采用宽时窗使时域分辨率低而频域分辨率高,对于信号的高频成分,则可以采用

窄时窗使时域分辨率高而频域分辨率低。小波变换这种自适应分辨分析的优良性质,使它在信号处理

领域获得了成功的应用。小波变换在时频域有很好的局部化性质,是研究时频分析的重要工具。对于

爆炸振动这类非平稳随机过程,小波变换方法提供了十分有效的理论基础。

  事实上,小波变换方法已经在爆炸振动研究中得到应用。这些工作包括应用小波变换方法对爆炸

振动信号时变频谱特征的提取[1~3],不同频带上振动能量分布情况与爆炸发生条件之间的关系[4]以及

小波变换方法在爆炸振动安全性分析方面的应用[5]。然而,爆炸振动含有丰富的高频振动分量,目前的

理论处理还不能较好地适应这部分分量特征识别。虽然采用小波包方法可以克服这一困难[6],但是用

小波包分析结果直接进行数学建模难度比较大。鉴于此,本文中应用一种改进的L-P(littlewood-pa-
ley)小波基函数[7],在连续小波变换理论基础上通过离散化处理获得一种实现频率完全分割的时频特

征提取技术,并进一步给出爆炸振动激励随机演变模型的建立方法。

2 理论原理

  如果将爆炸地震效应的地运动视为零均值,且具有Gauss特性的非平稳随机过程,那么,可以利用

其小波变换系数对该过程进行描述。任给均方可积函数x(t),有小波变换及其逆变换

Wφx(a,b)=∫
∞

-∞
x(t)φa,b(t)dt (1)

x(t)=C-1
φ∫

∞

-∞∫
∞

-∞
a-2Wφx(a,b)φa,b(t)dadb (2)

式中:Wφx(a,b)为小波变换系数,φa,b(t)为小波基函数φ(t)的伸缩与平移变换形式,它满足方程
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φa,b(t)=|a|-1/2φ[(t-b)/a]   a,b∈R+ (3)
式中:参数a反映了在φa,b(t)所在频带上x(t)对频率分布的贡献,参数b是对t=b及其邻域上基函数

的局部化。一般将参数a称为尺度因子,参数b称为平移因子。在方程(2)中,参数Cφ 满足

Cφ =∫
∞

-∞
|Φ(ω)|2/|ω|dω (4)

它取有限值,且

Φ(ω)=∫
∞

-∞
φ(t)e-iωtdt (5)

此即为函数φ(t)的Fourier变换。式中,变量ω为圆频率,它与频率f的关系为:ω=2πf。

  事实上,当a>0时,有

Φa,b(ω)=a-1/2∫
∞

-∞
φ[(t-b)/a]e-iωtdt=e-iωb aΦ(aω) (6)

利用Fourier变换的Parseval恒等式,可得小波变换的Parseval恒等式

∫
∞

-∞∫
∞

-∞
Wφx(a,b)W *

φy(a,b)a-2dadb=Cφ∫
∞

-∞
x(t)y*(t)dt (7)

式中:上标*表示函数的复共轭。
对尺度参数和时间中心参数进行离散化,其基本关系为

aj=σj (8)

bj=(j-1)Δb (9)
式中:j为离散点的标号,代表了小波变换的尺度水平,σ为尺度参数离散化过程中所选取的特征参数,

Δb为离散化过程所选取的离散时间间隔。在数值积分过程中,有

Δbj=0.5[(bj+1-bj)+(bj-bj-1)]=Δb (10)

Δaj=0.5[(aj+1-aj)+(aj-aj-1)]=0.5σj(σ-σ-1) (11)

  离散化后,小波变换式(1)及其反演公式(2)可以分别改写为

Wφx(aj,bk)=∫
∞

-∞
x(t)φ*

aj,bk
(t)dt=a-1/2

j∫
∞

-∞
x(t)φ*[(t-bk)/aj]dt (12)

x(t)=∑
k
∑
j
MΔba-1

j Wφx(aj,bk)φaj,bk
(t) (13)

式中:M=σ
2-1
2σCφ

。

  L-P 小波基函数具有很好的频率分割特性,但它所给出的频率划分宽度比较宽,不利于提高频率分

辨率,据此,B.Basu等[7]建议了一个改进的L-P 小波基函数

φ(t)=π(σ-1)-1[sin(σπt)-sin(πt)]t-1 (14)
其Fourier变换为

          Φ(ω)=
1/ σ-1   π≤|ω|≤σπ
0      |ω|<π or |ω|>σ{ π

(15)

式中:σ为根据实际问题的要求确定的参数,其值介于1~2之间。当σ=2时,式(14)和(15)即为L-P
小波基函数。当σ接近于1时,从式(15)可知,改进的L-P 小波基函数所给划分的频率宽度非常窄,能
较好地满足提高频率分辨率的要求。

3 时频特征关系

  在式(7)中,若令x(t)=y(t),可以得到振动信号x(t)的内积表达式

<x(t),x(t)>=∫
∞

-∞
x(t)2dt=C-1

φ∫
∞

-∞∫
∞

-∞
[Wφx(a,b)]2a-2dadb (16)

在这一方程中,|Wφx(a,b)|2/(Cφa2)不是瞬时的时间功率谱密度,但是它可以被看作为平面(a,b)上
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的能量密度函数。换句话说,|Wφx(a,b)|2ΔaΔb/(Cφa2)表示了在尺度中心a和时间中心b处,尺度间

隔为Δa、时间间隔为Δb时的功率。将方程(16)关于尺度参数a的积分离散化,有

E=∫
∞

-∞
x(t)2dt=∑

j
Ej (17)

式中

Ej=∫
∞

-∞
|gj(b)|2db (18)

而

|gj(b)|2=M[Wφx(aj,b)]2/aj (19)
应用Fourier变换的Parseval恒等式,可以得到

Ej=π-1∫
∞

0
|Gj(ω)|2dω=2∫

∞

0
|Gj(f)|2df (20)

式中:Gj(ω)为gj(b)的Fourier变换。

  根据小波变换的频率局部化性质,对于频带范围为[1/(2aj),σ/(2aj)]的第j个尺度水平,式(20)
改写为

Ej=2∫
σ/(2aj

)

1/(2aj)
|Gj(f)|2df=2∫

σ/(2aj
)

1/(2aj)
|G(f)|2df (21)

式中:G(f)为原始信号g(t)的Fourier变换。

  第j个尺度水平对应的频带宽度为Δf=σ/(2aj)-1/(2aj),在时间间隔Δb内信号的平均能量为

Sj=ΔbΔf∫
σπ/aj

π/aj
|G(f)|2df=2ajΔb

σ-1∫
σπ/aj

π/aj
|G(f)|2df (22)

考虑到式(21),可得

Sj=aj(σ-1)-1ΔbEj (23)

  将式(18)代入式(17),再代入式(23),有

Sj=M(σ-1)-1∫
∞

-∞
[Wφx(aj,b)]2db (24)

对位置参数b的积分进行离散化,从上式可以得到

Sj=M(σ-1)-1Δb∑
i

[Wφx(aj,bi)]2 (25)

由此可以推知,在频带j上,位于bi处的信号的能量密度

SCWT(bi,fj)=M(σ-1)-1Δb2[Wφx(aj,bi)]2 (26)
它给出了bi时刻振动信号x(t)在频率fj处的能量值,也就是振动的时间能量密度函数。

  由于频带间不存在彼此重叠现象,因此根据给定频带上不同位置参数bi的振动能量分布密度进行

求和,可以近似给出振动信号随频率变化的功率谱密度分布情况

SF(fj)=∑
i
SCWT(bi,fj)=M(σ-1)-1Δb∑

i

[Wφx(aj,bi)]2 (27)

  类似地,可以给出建立在小波变换基础上的瞬时功率谱密度函数

SW(f)|t=bi =∑
j
SCWT(bi,fj)=M(σ-1)-1Δb2∑

j

[Wφx(aj,bi)]2 (28)

4 爆炸振动时频特征分析及其理论模型的建立

  80kgTNT在地面爆炸时,在距离为50m和160m处测试得到的地面垂向振动速度如图1所示。
实验场地是具有砂石混合结构的表土层。振动测试的采样时间间隔为0.5ms。数值计算增量为0.5
ms,尺度参数离散化过程中所选取特征参数的取值为σ=21/4。根据小波变换的尺度与信号频率范围

的对应关系,考虑到信号的实际频率特征范围,小波变换离散化数值计算尺度水平的取值为j=-10~
-42。
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图180kgTNT地面爆炸时地面垂向振动速度实验测试结果

Fig.1Experimentalresultsofverticalgroundvibrationvelocitiesfor80kgTNTexplosion

  对应于不同尺度水平j,应用小波变换关系(12)和L-P小波基函数(14),通过离散化关系式(10)和
(11)建立爆炸振动速度小波变换数值分析过程,计算得到图1所给爆炸振动速度在尺度水平为-10~
-40之间的小波系数 Wφv,如图2所示。不同尺度水平j的小波系数 Wφv 描述了频带[1/(2aj),

σ/(2aj)]上振动速度的相对能量分布情况。小波系数的Fourier变换功率谱密度SF(Wφv)分布规律如

图3所示。从图中可以看出,所采用的小波变换方法实现了无频率重叠的频带分割结果。

图2 地面垂向振动速度在不同尺度水平的小波变换系数

Fig.2 Wavelettransformcoefficientsofvibrationvelocitiesindifferentscalelevels

图3 不同尺度水平小波变换系数的Fourier功率谱

Fig.3Fourierpowerspectraofwaveletcoefficientsindifferentscalelevels
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以不同尺度水平小波系数的计算结果为基础,利用式(26)计算出爆炸振动速度的时间能量密度分

布函数,如图4所示。在振动峰值速度到达时刻爆炸振动的频率范围比较宽,而其他时刻振动频率相对

较为集中。与图1的时间历史实验测试结果对比发现,图中时频能量分布的峰值正好对应于爆炸振动

速度的峰值到达时间,因此基于小波变换的爆炸振动时频分析结果反映了实际振动过程的基本特征。

  应用式(27)和式(28)可以计算得到爆炸振动速度功率谱密度的频率分布规律和爆炸振动速度功率

谱的时间变化规律。图5给出了小波变换与Fourier变换结果的对比,二者基本吻合。由于小波变换

采用了频带的左端点值,而不是频带中心点,因此其结果向低频部分有所偏移。
虽然爆炸振动是一个宽带随机过程,但是可以通过小波变换把他们分解成为用小波系数描述的一

系列窄带过程。从上面的数值模拟计算可以看出,小波系数能够用Fourier变换进行分析,每一个给定

尺度水平j的能量只对该狭窄频率带的振动分量发生作用。因此,可以采用谐振函数对这一振动分量

进行近似,它的中心(优势)频率为

ω1j=0.5(aj+aj+1)Δω=0.5(σ+1)π/aj (29)
式中:Δω为小波基函数φ(t)Fourier变换的半径,且有Δω>0。

图4 爆炸振动速度的时间能量密度分布

Fig.4Energydensitydistributionsofblastvibrationvelocitiesvaryingwithtime

图5 爆炸振动速度的功率谱密度分布规律

Fig.5Powerspectraldistributionsofblastvibrationvelocities

  所给频带振动分量的谐振函数可以通过一个慢变的谐振函数来进行调制,调制函数的频率为

ω2j=0.5(aj+1-aj)Δω=0.5(σ-1)π/aj (30)
同时,振动幅值的变化通过一个随时间变化的随机调幅过程Aj(b)予以实现。于是,爆炸振动速度分量

可以利用小波变换系数表示为

Wφv(aj,b)=Aj(b)sin(ω2jb+θ2j)sin(ω1jb+θ1j) (31)
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式中:θ1j和θ2j是区间[0,2π]上独立均匀分布的随机变量。
方程(31)所给出的描述关系首先由B.Basu等[7]在研究基于小波变换的结构随机地震响应分析中

提出。显然,它也适用于爆炸振动问题,并为爆炸振动理论模型的建立提供了基础。事实上,在方程

(31)等式两端作平方运算,然后,取数学期望,有
E{[Wφv(aj,b)]2}=A2

j(b)sin2(ω2jb)sin2(ω1jb) (32)

  根据实验测试结果易于获得爆炸振动的E{[Wφv(aj,b)]2},利用这一方程便可以计算出不同尺度

水平j,即不同频率带上幅值过程Aj(b)的值,由此确定了所分析爆炸振动分量的随机描述结果。

5 结 论

  根据一种改进的L-P小波基函数,在连续小波变换理论基础上通过离散化处理给出了一种实现频

率完全分割的时频特征提取方法,并建立了时频特征关系。
以80kgTNT地面爆炸时地面垂向振动速度测试结果为对象,计算了不同尺度水平时的小波系

数,给出了爆炸振动速度的时间能量密度分布函数和时频特征。在振动峰值速度到达时刻,爆炸振动的

频率范围比较宽,而其他时刻,振动频率相对较为集中。与振动速度时间历史的对比发现,时频能量分

布的峰值正好对应于爆炸振动速度的峰值到达时间。小波变换的频谱特征与Fourier变换结果的对比

表明,二者具有良好的一致性。
虽然爆炸振动是一个宽带随机过程,但是可以通过小波变换把它们分解成为用小波系数描述的一

系列窄带过程,由此建立爆炸振动激励随机演变的理论模型。
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Analysisofblastvibrationcharacteristicsbyusingdiscretization
ofcontinuouswavelettransform

LINDa-chao1*,BAIChun-hua2
(1.DepartmentofCivilEngineeringandArchitecture,

NorthChinaInstituteofScienceandTechnology,Beijing101601,China;

2.SchoolofMechatronicEngineering,

BeijingInstituteofTechnology,Beijing100081,China)

Abstract:Anon-overlappingfrequencyapproachtoanalyzethetime-frequencycharacteristicsofvibra-
tionsignalsispresentedbymeansofthediscretizedversionofcontinuouswavelettransformbasedon
amodifiedL-P(littlewood-paley)waveletbasisfunction,anditisusedtostudythetime-frequency
characteristicsofblastvibrationsinthiswork.Energydensitydistributionsofverticalgroundveloci-
tiesfor80kgTNTexplosiononthegroundsurfacevaryingwithtimeshowthatatthemomentof
peakparticlevelocityarriving,thefrequencyrangeofblastvibrationsisverywide,beingtherelative-
lynarrowbandsattheothermoments,andthepeaktime-frequencyenergyjustcorrespondstothe
peakparticlevelocityarrivingtimeofblastvibration.Thepowerspectraofblastvibrationsthrough
wavelettransformmethodareagreementwiththosefromFouriertransform.Additionally,theprinci-
pleofmodelingblastvibrationsasrandomevolutionaryprocessesbyusingthewavelettransformre-
sultsisoutlined.
Keywords:mechanicsofexplosion;time-frequency;wavelettransform;blastvibration;randomvi-
bration
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