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摘要： 形状记忆合金在受到强冲击荷载作用时会发生相变，而相变对其结构件的动态力学响应影响显著。本文

采用同时考虑静水压力和偏应力影响的相变临界准则，推导了增量型的相变本构模型。基于广义特征理论，得到了复

杂应力状态下特征波速的解析表达式。特征波速不仅和材料本身的力学参数（如拉压不对称性和混合相的模量）有

关，还和材料所处的应力状态有关。对因相变导致体积膨胀的 TiNi合金而言，拉压不对称性系数的增大会提高慢波的

波速，而对快波几乎没有影响。在相变椭圆的短轴处 (α = 90°)，慢波的波速最低，并随混合相无量纲模量的增大而显著

减低，混合相无量纲模量由 2增加至 5时，波速降低幅度为 36.2%，而快波的波速达到最大值 c0，和混合相的模量无关；

在相变椭圆的长轴处 (α = 180°)，慢波的速度达到最大值，而快波的波速达到最小值 c2。
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Abstract:  Shape memory alloys undergo phase transformation under strong impact loads, and the phase transformation has a

significant  impact  on  the  dynamic  mechanical  response  of  their  structural  components.  Based  on  the  phase  transformation

critical criterion considering both hydrostatic pressure and deviatoric stress effects, an incremental constitutive model of phase

transformation is derived. The analytical expression of characteristic wave speed under complex stress state is obtained based

on the generalized characteristic theory. The characteristic wave speed is not only related to the mechanical parameters of the

material itself (such as the tension-compression asymmetry and the modulus of the mixed phase), but also related to the stress

state of the material. For TiNi alloys with volume expansion due to phase transformation, the increase of tensile-compressive

asymmetry coefficient will increase the wave speed of slow waves, while having almost no effect on fast waves. At the short

axis of the phase transformation ellipse (α = 90°), the wave speed of slow waves is the lowest and decreases significantly with

the increase of the dimensionless modulus of the mixed phase. When the dimensionless modulus of the mixed phase increases

from 2 to 5, the wave speed decreases by 36.2%, while the wave speed of fast waves reaches the maximum value c0, which is

independent of the modulus of the mixed phase; at the long axis of the phase transformation ellipse (α = 180°), the speed of
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slow waves reaches the maximum value, and the wave speed of fast waves reaches the minimum value c2.

Keywords:  phase transformation; composite stress wave; thin-walled tube; TiNi alloy; pseudo-elastic

固体材料在受到高速撞击、爆炸等强冲击荷载作用时，可能会发生屈服甚至相变。1956 年，

Bancroft 等 [1] 采用炸药爆炸加载的方法发现了铁的 α相至 ε相的转变，从而迎来了冲击相变的研究热

潮。冲击加载下加载点的信息是通过应力波的形式向外传播的，相变信息也将由应力波携带并传播。

形状记忆合金（shape memory alloy, SMA）是一种典型的相变材料，在一定条件下处于伪弹性状态或形状

记忆状态。由于 SMA 兼具功能性和结构强度，在抗冲击方面具有独特的优越性，在军事及工程领域得

到越来越多的关注[2-3]。在强冲击载荷作用下，相变后材料的力学性能会发生根本性变化，相变会强烈改

变介质中冲击波的波形，在材料的内部会形成三波结构波阵面以及卸载冲击波，对材料和结构的动态响

应和破坏特性产生重大影响。因此，研究相变材料内应力波的传播规律，对探索新的现象和机制、设计

更加有效的抗冲击结构具有重要意义[4]。

目前，关于冲击相变对应力波传播规律的影响方面的研究，仍以一维冲击加载为主。Chen 等 [5] 和

Bekker 等[6] 针对冲击载荷作用下半无限长杆中相变对应力波的传播影响开展了研究，但未涉及相关的

卸载问题。王文强等[7] 利用 CdS型相变本构模型[8] 研究了加、卸载条件下相边界的演化规律。Tang等[9]

提出了一种通过冲击加载制备梯度材料的方法，适当调整卸载的应力边界条件，可以使处于混合相的材

料变为变密度梯度材料，这种材料的材料组分连续变化，在材料内部并没有宏观上的边界。Dai 等[10] 通

过分析和计算的方法，研究了相变应力波的传播演化规律，发现卸载相边界存在分岔、加速等奇异现象，

研究结果表明这些现象和一阶相变的强非线性有关。此外，Niemczura 等[11] 通过实验方法研究了冲击拉

伸条件下多晶 NiTi 合金相边界的传播规律。基于内变量相变本构模型，Zhu 等[12] 对矩形载荷作用下杆

件内相变对应力波的传播进行了系统研究。和常规弹塑性材料不同的是，处于伪弹性状态的相变材料

在强间断卸载后会产生卸载冲击波，经过多次相互作用后会在冲击端产生拉应力区。Liu 等[13] 借助于碲

镉汞红外探测装置研究了温度对应力波的影响，结果表明温度和相变相互耦合，会强烈影响应力波的

传播。

大量的研究表明，不同加载条件下的相变现象会有所不同。Plietsch 等[14] 通过一维拉压实验，发现

TiNi 合金在拉伸和压缩条件下存在强度差异效应，即拉-压不对称性。Orgéas 等 [15] 对各向同性的多晶

TiNi合金开展了一系列的实验，包括准静态拉伸、压缩和剪切，指出拉-压不对称性是 TiNi合金固有的性

质。在复杂应力状态下，Lexcellent 等[16] 针对薄壁圆管进行了拉-扭组合加载实验，从晶体学角度出发给

出了应力空间中的相变临界面预测模型，理论模型和实验结果基本吻合。此外，还有学者对 TiNi 薄壁圆

管开展了双轴比例加载及非比例加载下的力学性能实验[17-22]，这些实验多局限于准静态条件下，目的是

寻求可以精确反映相变行为的本构模型，而在复合应力下相变材料内应力波传播方面的研究并不多。

最近，Song 等[23-24] 建立了薄壁圆管内相变复合应力波传播的控制方程，发现在圆管的端部突加纯扭载荷

至材料处于混合相状态，其内会先出现弹性压缩波，展现出相变影响下截然不同的应力波图谱，但材料

完全进入马氏体相后应力波的传播规律，却没有涉及。考虑到材料进入二相后的硬化效应，Wang 等[25-26]

采用数值方法重新研究了这一问题，发现了波系结构的变化现象和波前状态的自调整过程。马氏体相

区的弹性波追赶混合相区的复合应力波，从而在管内形成冲击波，Cui 等[27] 把混合相区和马氏体相区统

一起来进行考虑，对 TiNi合金管内复合应力波的传播现象进行了数值研究。

管作为一种典型的构件，在抗冲击、吸能领域有着广泛的应用。TiNi材料在相变过程中不仅形状会

发生改变，而且体积也会发生变化[4, 28]。材料进入混合相后复合应力波的波速并不是恒定的，而和材料

所处的应力状态有关，这在以往的文献中并没有过多的探讨。了解管内应力波的传播速度，可以用于判

断结构缺陷的位置、评估结构损伤程度，为结构安全评估和维护提供有力支撑。本文以处于伪弹性状态

的 TiNi 合金薄壁圆管为研究对象，基于广义特征理论构建相变应力波波速的解析表达式，并分析影响应

力波波速的因素。 
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1    控制方程
 

1.1    基本方程

≪

设有一半无限长薄壁圆管，其截面中心为原

点 O，其轴线为 x 轴建立如图 1 所示的坐标系。

圆管的端面突然受到共同作用的轴向力 F 和扭

矩 M。设管壁厚度为 δ，平均半径为 R，δ    R，且

管壁不受外载作用，忽略径向惯性效应的影响，

从而可以把薄壁管内应力波的传播问题进一步

简化为只包含一个空间变量的应力波传播问

题[29]。假设材料的密度为 ρ，σ、ε和 u 分别为管

内轴向应力、应变和质点的轴向速度，τ、γ 和

v 分别为切应力和切应变和质点的切向速度。记为：

ε =

Å
ε
γ

ã
， σ =

Å
σ
τ

ã
， u =

Å
u
v

ã
(1)

据轴向和环向的位移连续条件，用矢量表示的连续性方程可写为：

∂ε

∂t
− ∂u
∂x
= 0 (2)

考虑物质微元 δRdθdx，其轴向和环向的运动方程可以统一的写成：

ρ
∂u
∂t
− ∂σ
∂x
= 0 (3)

 

1.2    相变临界准则

处于伪弹性状态的 TiNi 合金在相变过程中会伴随着体积发生变化，这在宏观上表现出拉压不对称

性。Auricchio 等[30] 提出了一种 Drucker-Prager 型的相变临界准则及数值求解策略，可以描述这种拉压不

对称性。Qidwai 等[31] 建立了 NiTi 合金的热力学本构模型，较好地解释了拉压不对称性。郭杨波等[32] 建

立了同时考虑到偏应力和静水压力影响的三维相变本构模型，较好地吻合了实验结果，其相变临界准

则为：

pεptV +σeγ
pt
ef =Φ (ζ,T ) (4)

εpt
V γpt

ef式中：上标“pt”代表相变；p 为静水压力, σe 为 von Mises 等效应力，    为体积应变，    为等效偏应变；

ζ为体积含量；T 为温度。由于强冲击加载可视为绝热过程，式 (4) 中已经隐含了温度的影响，可以不需

要显式地讨论温度的影响；此外，在冲击过程中并没有考虑相变速率的影响，即相变速率足够高，可以不

用考虑应变率效应[4]。

σe =
√
σ2+3τ2

α

对于图 1 所示的薄壁管，管内的静水压力为 p = σ/3，von Mises 等效应力    。引入拉压

不对称系数    和与相变功相关的参数 k：

α =
εptV

3γptef
， k =

Φ

γptef
√

3(1−α2)
(5)

α参数    和 k 可以通过实验来确定。利用式 (5)，式 (4)可简化为[4,26]:

f (σ,τ) =
σ2

v

θ2
+τ2 = k2 (6)

β = α
√

3/ (1−α2) θ =
√

3/ (1−α2) α

α

式中：σv=σ+βk，    ，    。根据式 (6)，对于相变时体积膨胀（    ＞0），相变临界面

为中心向左偏移的椭圆，中心偏移的距离为 βk；当相变体积缩小时（    ＜0），相变临界面为中心向右偏移

的椭圆，如图 2所示。 

 

r

O

δ R

σ

τ
θ

xF

M

图 1    半无限长薄壁管

Fig. 1    Schematic of semi-infinitely thin-walled tubes
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1.3    本构关系

在纯相区，相变材料的本构关系可以用胡克定律来表示。对于处于混合相的相变材料而言，根据

Drucker公设，其应变增量可以写为：

dεi j =
1+ ν

E
dσi j−

ν

E
δi jdσkk +dλ

∂ f
∂σi j

(7)

式中：ν为材料的泊松比，E 为弹性模量，dλ为表征相变应变程度的量，δij 为 Kronecker 符号。和常规弹塑

性材料类似，相变材料薄壁管内的相变功的增量可写为：

dWp = σdεpt+τdγpt (8)

式中：dεpt 和 dγpt 为相变引起的正应变和剪应变增量。

联立式 (6)～(8)，可以得到：

dλ =
θ2

2
dWp

σσv+ θ2τ2
(9)

对强化材料而言，相变功的增量 dWp 和 dk 之间的关系与加载方式无关，可以通过一维条件下的拉

压或剪切试验来确定。在一维准静态拉伸加载条件下，应力增量和相变功增量的关系为：

dσ
Em
=

dσ
E
+

dWp

σ
(10)

式中：Em 为混合相区应力-应变曲线的斜率。对于简单拉伸或压缩，联立式 (6)和 (8)～(10)，可以得到：

dλ =
Sθ2

2
kdk (11)

S =
θ2
v

σσv+τ2θ2

Å
1

Em
− 1

E

ã
(12)

式中：θv 为和材料相关的参数，拉伸时其表达式为 θv=θ−β，压缩时 θv=−(θ+β)。联立式 (6)、(7)、(11) 和
(12)，可以得到相变材料的增量型本构关系为：Å

dε
dγ

ã
=

Å
1/E+Sσ2

v/θ
2 Sσvτ

Sσvτ 1/G+S τ2θ2

ãÅ
dσ
dτ

ã
(13)

式中：G 为剪切弹性模量。 

1.4    特征波速

将式 (1)代入式 (2)和式 (3)，得到控制方程的矩阵形式：

A
∂W
∂t
+B
∂W
∂x
= 0 (14)

其中

A =
Å
ρI O
O H

ã
，B =

Å
O −I
−I O

ã
，H =

Å
H1 H2

H2 H3

ã
，O =

Å
0 0
0 0

ã
(15)

W =
(
uT,σT

)T
式中：    ，上标“T”代表转置；I 为二阶单位矩阵；O 为二阶零矩阵。显然，矩阵 A、B 及 H 都

 

σ

τ

βk

τ

σ

βk

(a) α＞0 (b) α＜0

图 2    相变椭圆[23,26]

Fig. 2    Phase transformation ellipse in the σ-τ plane
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是实对称的。根据式 (13) 和 (15)，不难得到矩阵 H 中各项的具体表达式。根据广义特征理论，薄壁管中

的特征波速 c 是由矩阵 B相对于矩阵 A的特征值所决定的[29]，即：

∥B− cA∥ = 0 (16)

利用式 (15)，式 (16)的符号左端可以改写成如下的形式：

∥B− cA∥ =
∥∥∥∥ −ρcI O
−I I−ρc2H

∥∥∥∥ ·∥∥∥∥ I I/ρc
O I/ρc

∥∥∥∥ (17)

进一步化简式 (17)，可得：

∥B− cA∥ = (ρc)2
∥∥I−ρc2H

∥∥Å 1
ρc

ã2

(18)

将式 (18)代入式 (16)，即：

∥H−φI∥ = 0 (19)

φ = 1/
(
ρc2

)
式中：    。通过上面的方法，将式 (16) 求解四阶矩阵的特征值问题简化为求解二阶矩阵的特征

值问题。将式 (19)展开，可得：

Π (φ) =
Å

1
E
−φ
ãÅ

1
G
−φ
ã
+S
ïÅ

1
E
−φ
ã
τ2θ2+

Å
1
G
−φ
ã
σ2

v

θ2

ò
= 0 (20)

当材料处于混合相区时，S ≠ 0，可以求出式 (20)的两个根为：

φs,f =
(H1+H3)±

√
(H1−H3)2−4H2

2

2
(21)

式中：下角标 s 和 f 用于区别方程 2 个根，分别对应慢波解和快波解，相应的“±”分别取“+”和“−”。

当材料进入混合相区，根据式 (6)，引入参数 α，即：

σv = θk sinα，τ = k cosα (22)

将式 (22)代入式 (12)，可得：

S =
θ2
v

k2θ (θ−βcosα)

Å
1

Em
− 1

E

ã
(23)

α≤1

Π (+∞)＞0 Π (1/G)＜0 Π (1/E)＞0 φs φf

把 θ 和 β 的表达式代入式 (23)，由于拉压不对称系数    ，不难发现 S ＞  0。根据式 (20)，显然

 ，    ，    ，所以式 (20)的两个根    和    必然满足如下的关系：

1
E
＜φf＜

1
G
＜φs < +∞ (24)

即薄壁管内的相变应力波的波速应满足下式：

c0≥cf≥c2≥cs＞0 (25)

c0 =
√

E/ρ c2 =
√

G/ρ式中：cf 和 cs 为快波和慢波的波速，    为弹性纵波波速，    为弹性横波波速。 

2    应力状态对波速的影响

当材料处于纯奥氏体相或者纯马氏体相时，S=0，此时管内传播的是互不耦合的纵波和横波，其波速

分别为 c0 和 c2，传播的速度只和材料参数有关，与材料所处的应力状态无关；材料处于混合相区时，S≠0，
由式 (15) 和 (21) 可以看出，此时快波和慢波的波速不仅和材料参数有关，还和应力状态有关。在式 (21)
两端同时乘以 E 并取倒数，可以得到慢波和快波的无量纲波速为：

cs,f =
cs,f

c0
=

 2

E
î
(H1+H3)±

√
(H1−H3)2−4H2

2

ó1/ 2

(26)

±式中：“    ”取“+”时代表无量纲慢波波速，取“−”代表无量纲快波波速。定义无量纲量
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Hi = EHi i = 1, 2, 3 (27)

联立式 (12)、(15)、(22)和 (28)，可以得到：
H1 = 1+a1 cos2α

H2 = θa1 cosαsinα

H3 = 2(1+ ν)+a1 sin2α

(28)

无量纲慢波和快波的表达式可简化为：

cs,f =

Ç
2

3+2ν+a1a2±
√

(1+2ν)2−2(1+2ν)a1a3+a2
1a2

2

å1/2

(29)

其中 
a1 =

θ2
v

θ2− θβcosα

Å
E
Em
−1
ã

a2 = cos2α+ θ2sin2α

a3 = cos2α− θ2sin2α

(30)

 

2.1    拉压不对称性对波速的影响

对于 TiNi 合金而言，相变过程中由于伴随着体积发生变化，在宏观力学性能上呈现出拉-压不对称

性，从而使得相变椭圆在 σ−τ平面上沿着 σ轴移动。相变椭圆关于 σ轴对称，椭圆的上半部分如图 3 所

示，其中，τM 为应力椭圆上的最大剪应力；k1 为相变起始时的相变功相关参数。

α

α

α

图 4 显示了拉压不对称性对应力波波速的

影响，图中：实线和虚线分别代表无量纲快波和

慢波；黑色、蓝色和紫色线分别代表    =0, 0.1 和

0.2，其中泊松比 ν=0.3，Em/E=0.1。从图中可以看

出，    的变化对快波的影响并不大；而慢波的波

速却随着    的增大而增大。同时，快波的波速是

先增大后减小，在切应力最大处快波的波速最

大，其值为 c0；而慢波的波速随着参数 α的增大

先减小后增大，应力状态在 σ轴（α=0º或 180°）上
慢波速度达到最大为 c2。此外，对于不考虑拉压

不对称的材料（α=0），关于椭圆短轴（τ轴）对称

的应力状态，即应力状态（σ,τ）和（−σ,τ），快波和

慢速的波速并不改变，如常规的弹塑性材料；而

 

1.5

1.0

0.5

0
−3 −2 −1 0 1 2 3

Final transition surface

τ/
k

1

τM

σ/k1

Initial transition
surface

Austenite phase
α

Martensite phase

Mixed-phase

图 3    σ-τ平面上的相变椭圆（α ＞ 0）

Fig. 3    Phase transformation ellipse in the σ-τ plane (α ＞ 0)
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图 4    拉压不对称性对快波和慢波波速的影响

Fig. 4    Effect of tension and compression asymmetry on wave
speed of fast wave and slow wave
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α

α

对于拉压不对称材料（    ≠0），根据式 (29) 和图 4，即使应力状态关于短轴对称，快波和慢波的波速却并不

相同：以拉压不对称系数    =0.2 的材料为例，当 α=30°时，无量纲慢波和快波的速度分别为 0.285 和

0.755，而 α=150°无量纲慢波和快波的速度分别为 0.322和 0.774。 

2.2    混合相模量对波速的影响

图 5 给出了混合相模量对相变应力波波速

的影响，图中虚线表示无量纲慢波波速，实线表

示无量纲快波波速。从图 5 上可以看出，混合相

的模量对波速的影响程度和应力状态高度相

关。对于快波，当 α = 90°时，快波的速度为 c0，和
混合相的模量无关；α增大或者减小时，快波波

速显著降低—当 α增大至 150°时，混合相无量

纲模量由 2增加至 5时，无量纲快波波速由 0.851
降至 0.783，降低幅度为 8.0%。对于慢波，随着

混合相模量的增大，慢波的波速显著减低—
当 α  = 90°时，混合相无量纲模量由 2 增加至

5 时，无量纲慢波波速由 0.445 降低至 0.284，降
低幅度为 36.2%。 

3    结　论

针对 TiNi 合金相变后存在剪切变形和体积膨胀的特性，利用综合考虑静水压力和偏应力的相变

临界准则，得到了增量型的相变本构模型及处于伪弹性状态下 TiNi 合金薄壁管内应力波传播的控制

方程。借助于广义特征理论，得到了应力波传播速度的函数表达式。研究结果表明，相变区内应力波

波速不仅与材料本身的力学参数有关，还与材料所处的应力状态有关。对于相变后体积膨胀的 TiNi
合金而言，由于材料拉压不对称性的存在，应力状态关于相变椭圆短轴对称时，快波和慢波的波速并

不具有对称性。在相变椭圆的短轴处 (α = 90°)，慢波的波速最低，并随混合相无量纲模量的增大而显

著减低，混合相无量纲模量由 2 增加至 5 时，波速降低幅度为 36.2%，而快波的波速达到最大值 c0，和
混合相的模量无关；在相变椭圆的长轴处 (α = 180°)，慢波的速度达到最大值，而快波的波速达到最小

值 c2。
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