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霍普金森杆实验方法中材料弹性阶段杨氏模量

及其曲线准确性分析*

周    玄，王伯通，武一丁，陆文成，马铭辉，余毅磊，高光发
（南京理工大学机械工程学院，江苏 南京 210094）

摘要： 霍普金森压杆（split Hopkinson pressure bar，SHPB）实验中试件的应力不均匀对应力-应变曲线的弹性阶段有

显著影响，而弹性阶段是研究混凝土等低声速材料或高应变率加载条件下某些金属材料的关键。针对一维杆系统，利

用一维弹性增量波理论，推导了线性入射波作用时应力应变和杨氏模量的解析式，研究了试件两端应力差和速度差对

试件弹性阶段曲线及杨氏模量准确性的影响；进一步给出了任意形状入射波作用下试件弹性阶段曲线和切线杨氏模

量的求解方法，分析了入射波斜率和形状特征对试件应力均匀性及曲线的影响。结果表明：试件弹性阶段曲线及杨氏

模量的准确性与试件两端应力差的变化趋势有关，但并不完全依赖试件两端应力差，与入射波斜率、形状特征以及试

件屈服强度等因素耦合相关；线性加载波斜率增大，切线模量和割线模量与实际值的差异均增大，在斜率较大时，割线

模量的准确性要高于切线模量；入射波形状以正弦波为参考，曲线的初始斜率低时，切线模量的准确性高于割线模量，

曲线的初始斜率高时则相反。
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Accuracy analysis of Young’s modulus and stress-strain curve in the elastic
stage of materials using Hopkinson bar experimental method

ZHOU Xuan, WANG Botong, WU Yiding, LU Wencheng, MA Minghui, YU Yilei, GAO Guangfa
（School of Mechanical Engineering, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, Jiangsu, China）

Abstract:  The stress-strain data obtained from split Hopkinson pressure bar (SHPB) tests include both strain rate effects and

structural  effects,  where  the  structural  effects  result  in  non-uniform stress  in  the  elastic  phase  of  the  stress-strain  curve.  The

elastic phase is a critical focus of study for materials like concrete with low sound velocity or certain metals under high strain

rate  loading  conditions.  In  this  paper,  we  focus  on  one-dimensional  rod  systems  and  employ  one-dimensional  elastic

incremental wave theory to derive analytical expressions for stress-strain curves and Young’s modulus under one-dimensional

stress wave conditions with linear incident waves. We investigate the effects and mechanisms of stress difference and velocity

difference at both ends of the specimen on the accuracy of stress-strain curves and Young’s modulus. Furthermore, we provide

a  method  for  determining  stress-strain  curves  and  tangent  Young’s  modulus  during  the  elastic  phase  for  arbitrary  incident

waveforms.  We  analyze  the  influence  of  the  incident  wave  slope  and  shape  characteristics  on  the  stress  uniformity  in

specimens and stress-strain curves.  We establish the inherent relationship between stress uniformity and experimental  stress-

strain curves, and clarify the relative accuracy and applicability conditions of tangent modulus and secant modulus. The results

indicate that stress uniformity is a key factor affecting the accuracy of stress-strain curves and Young’s modulus. However, the
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accuracy of Young’s modulus is not solely dependent on the change in stress difference at both ends of the specimen; it is also

related to the factors such as the incident wave slope, shape characteristics, and the elastic segment range of the specimen. An

increase in the linear wave slope leads to a greater difference between the tangent modulus and the secant modulus from the

actual  values.  For  larger  slopes,  the  accuracy  of  the  secant  modulus  is  higher  than  that  of  the  tangent  modulus.  When  the

incident wave shape is considered as a reference, curves with low initial slopes, such as sine waves, have higher accuracy for

the  tangent  modulus  compared  to  the  secant  modulus,  whereas  curves  with  high  initial  slopes  show the  opposite  trend.  For

concrete specimens, we verify the influence of incident wave slope on Young’s modulus and evaluate the maximum incident

wave  slopes  for  concrete  specimens  to  reach  accurate  values,  which  are  0.128  MPa/μs  for  the  tangent  modulus  and

0.319 MPa/μs for the secant modulus.
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分离式霍普金森压杆（split Hopkinson pressure bar, SHPB）被广泛应用于材料高应变率下的压缩力学

性能测试[1]，其原理建立在一维应力波假设和应力均匀假设的基础之上，一维应力波假设忽略弥散效应，

可以通过一维弹性波理论来分析问题；而应力均匀假设则将材料的结构惯性效应与应变率效应进行解

耦，便于研究所关注材料的应变率效应[2]。通常情况下，应力波弥散效应发生在弹性杆中，仅涉及弹性波

理论，且可通过控制方程进行初步校正 [3-4]。与之相比，应力不均匀则对 SHPB 实验有着更加严格的限

制：一方面，应力不均匀限制了所获得材料的应变率上限，另一方面，也影响了通过实验获取的有效数据

的范围。一般而言，当入射波足够陡峭时，试件到达屈服强度的时间较短，此时试件弹性阶段的应力应

变不准确，因此，通常学者们不关注 SHPB 实验中材料的弹性阶段[5]。然而，仍有部分研究[6-8] 忽略材料

弹性阶段的应力不均匀性，认为 SHPB 实验给出的弹性阶段曲线是准确的，或进一步给出其材料黏弹性

特征[9-10]。其次，对于如混凝土、岩石等试件尺寸较大、声速较低的材料，通常在弹性阶段即发生碎裂[6]，

甚至金属材料在高应变率加载时，其屈服点也很可能处于应力不均匀区，因而研究试件应力不均匀性对

弹性阶段应力-应变曲线的影响[11] 是非常必要的。许多研究针对 SHPB 实验中的应力均匀性问题，使用

理论或数值仿真方法分析了应力均匀性的影响因素，并给出了相应的改进措施[12-14]；另有一些研究分析

了应力均匀性对 SHPB 实验结果的影响规律[15]，但均未阐明应力均匀性与应力-应变曲线的内在联系与

影响机理。

事实上，材料结构惯性效应（即应力波效应）导致的应力不均匀在 SHPB 实验中是客观存在的，试件

在加载过程中的应力-应变关系本身也并无错误，仅仅是因为我们使用了应力均匀这一假设，从而导致认

为获得的应力-应变曲线是不准确的。因此，若要确保 SHPB 实验结果更具科学准确性，或利用 SHPB 实

验获取材料动态加载下的弹性阶段曲线，不应仅试图通过改善试件的应力均匀性[16] 来达成，而应建立应

力均匀性与实验应力-应变曲线的内在联系。本文中将在一维应力波假设的前提下，考虑材料的结构惯

性效应，利用应力波理论定量分析试件的应力-应变曲线以及应力波效应对应力-应变曲线的影响，建立

应力均匀性与应力-应变曲线的关系，给出不同入射波对试件弹性阶段曲线以及杨氏模量的影响；分析并

得到切线模量和割线模量的相对准确值及适用条件，以期从试件的应力-应变关系中解耦出结构效应的

影响，从而获得材料本身准确的应力-应变曲线，为后续 SHPB 实验中杨氏模量准确性的分析以及实验设

计提供参考。 

1    典型 SHPB 试验数值模拟

使用 ABAQUS 有限元软件对铝合金试件的 SHPB 实验进行数值模拟， SHPB 实验的二维轴对称有

限元模型如图 1 所示，其中入射杆和透射杆材料均为钢，直径为 14.5 mm，密度为 7 830 kg/m3，杨氏模量

为 210 GPa，泊松比为 0.29；入射杆和透射杆长度分别为 2.0 和 1.5 m。试件材料为铝合金，直径为

10 mm，长度为 5 mm，密度为 2.7 g/cm3，杨氏模量为 70 GPa，泊松比为 0.33。由于本文的主要关注点在试

件的弹性变形阶段，因此将铝合金材料的本构模型简化为双线性等向硬化塑性模型，如图 2 所示。为了
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减少计算量，采用二维轴对称模型进行数值仿真，网格尺寸为 0.25 mm，入射杆与试件、试件与透射杆之

间均建立面-面接触。由于在实际实验过程中试件与杆之间会添加润滑剂，因此将摩擦因数设为 0.05。
以上参数的准确性与数值模拟的有效性均已经过验证[17]。为了更接近实验的实际波形，将实验中采集

到的入射波电信号转换为应力信号后直接施加在入射杆端面，如图 1所示。

图 3为铝合金 SHPB实验中的实际入射波。根据铝合金屈服强度和试件与杆的横截面面积之比，可以

近似估算出屈服强度对应的入射波强度，以该段入射波作为参考，最终仿真输入的入射波如图 4 所示，

图中红色上升沿斜率与图 3 中实际入射波形对应。为了研究加载应变率对试件弹性阶段的影响，在保

证入射波应力平台不变的情况下，改变其线性段加载时长，设置 1、8、80 μs三种不同上升沿时长的入射波。

图 5 和图 6 分别为根据仿真波形结果求得的不同时长上升沿的线性入射波作用下试件应力-应变曲

线的弹性阶段。从图中可以看出，无论是“三波法”还是“二波法”，计算出的弹性阶段曲线与理论曲

线差异均较大，且增大或减小入射波上升沿时长均无法得出准确的杨氏模量。
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图 1    SHPB模型示意图

Fig. 1    SHPB model schematic diagram
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图 2    铝合金双线性本构模型

Fig. 2    Bilinear constitutive model of aluminum alloy
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图 3    实际入射波

Fig. 3    Actual incident wave
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图 4    仿真输入线性波

Fig. 4    Simulated input linear waves
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图 5    “三波法”应力-应变曲线

Fig. 5    Stress-strain curves using the three-wave method
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定义应力-应变曲线在屈服应变之前部分的拟合斜率为拟合模量，屈服应变点与原点连线的斜率为

割线模量，可进一步给出不同入射波上升沿时长下应力-应变曲线的拟合模量和割线模量，如图 7 所示，

从图中可以看出，“三波法”和“二波法”得出的杨氏模量均小于实际输入值 70 GPa，且并无明显规

律。另外，从图 5 中还可以看出，随着上升沿时长的减小，应力-应变曲线更加弯曲，出现了唯象的“黏性

效应”。以上分析表明，当前使用 SHPB 装置进行材料杨氏模量的测定仍缺乏依据，杨氏模量结果的准

确性仍无法判断，其次，材料的“黏性效应”也未必是材料力学性能的真实反映，可能是数据处理方法、

应力不均匀或应力波弥散等导致的。 

2    一维应力波条件下 SHPB 实验杨氏模量分析

通过上节分析可知，在 SHPB 实验条件下，即考虑杆中应力波弥散、端面摩擦效应等时，使用“三波

法”和“二波法”测得的试件的杨氏模量都与实际值存在明显差异。本节仅针对应力均匀性这一要

素，利用应力波理论，结合数值仿真，分析一维应力波假设下使用 SHPB装置测定的试件杨氏模量的准确

性及其影响因素。 

2.1    线性入射波作用下试件的杨氏模量理论推导与验证

考虑一个入射杆与透射杆皆为线弹性细长

圆杆、紧密接触等直径且共轴的线弹性圆柱形

试件的理想 SHPB 装置，假定入射杆和透射杆均

为钢材料，杨氏模量为 210 GPa，泊松比为 0，密
度为 7.83 g/cm3，直径为 14.5 mm；试件为线弹性

材料，杨氏模量为 50 GPa，泊松比为 0，密度为

4.00 g/cm3，直径为 14.5 mm，长度为 6 mm。SHPB

装置整体示意图如图 8 所示。入射波为线性波，峰值应力 σ0 为-15 MPa，入射波长度 λ（即杆中波速和加

载时长的乘积）为 800 mm。

若定义

t = nt0 (1)

式中：

t0 =
2ls
cs

(2)
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图 6    “二波法”应力-应变曲线

Fig. 6    Stress-strain curves using the
two-wave method

 

2080 8 4 1

E/
G

Pa

Linear rising edge time/μs

72

68

64

60

56

52

48

70 GPa Three-wave fitting modulus
Three-wave secant modulus
Two-wave fitting modulus
Two-wave secant modulus

图 7    不同上升沿时长时应力-应变曲线的拟合模量和割线模量

Fig. 7    Fitted modulus and secant modulus of stress-strain curves
with different rise times
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图 8    理想 SHPB示意图

Fig. 8    Ideal SHPB schematic
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表示弹性波在试件中往返一次所需时间，n 为往返次数。其中 ls 为试件长度，cs 为试件材料的一维声

速。根据应力波透反射理论和线弹性波叠加原理[18]，可以给出 nt0～(n+1)t0 之间任意时刻 t 时左端的应

力 σt,l 的表达式：

σ̄t,l =
2ls
λ

cb

cs

®
n− 1− k2

4k

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n
ô
+ (t̄−n)

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n+1
ô´

n＜t̄≤n+1, n≥0 (3)

式中：cb 为杆中的声速，

k =
ρscs

ρbcb
， σ̄t,l =

σt,l

σ0
， t̄ =

t
t0

(4)

分别为试件材料与杆材料的一维波阻抗比、t 时刻试件左端无量纲应力和无量纲时间。

σ̄t,r类似地，可以给出试件右端无量纲应力    的表达式：

σ̄t,r =


0 t̄≤

1
2

2ls
λ

cb

cs

®
n− (1− k)2

4k

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n
ô
+

Å
t̄−n− 1

2

ãñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n+2
ô´

n+
1
2
＜t̄≤n+

3
2

(5)

根据式 (3)、(5)，可以计算出试件两端的无量纲应力差为：

∆σ̄t = σ̄t,l− σ̄t,r =



Γt̄ t̄≤
1
2

Γ

®
1
4

ñ
k+1+ (k+3)

Å
1− k
1+ k

ã2n+1
ô
−
Å

1− k
1+ k

ã2n+1

(t̄−n)

´
n+

1
2
＜t≤n+1

Γ

®
1+ k

4

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n+2
ô
+

Å
1− k
1+ k

ã2n+2

(t̄−n−1)

´
n+1＜t≤n+

3
2

(6)

式中：

Γ =
2ls
λ

cb

cs

2k
1+ k

(7)

利用试件两端的应力曲线以及波阵面上的运动方程，可以计算出试件两端端面上的质点速度分

别为：

vt,l = −
2ls
λ

σ0

ρbcs

®
t̄+ (t̄−n)

Å
1− k
1+ k

ã2n+1

+
1− k2

4k

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n
ô´

n＜t̄≤n+1 (8)

vt,r =


0 t̄≤

1
2

−2ls
λ

σ0

ρbcs

ñ
t̄− (t̄−n)

Å
1− k
1+ k

ã2n+2

− 1+ k2

4k
+

1+4k+ k2

4k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2
ô

n+
1
2
＜t̄≤n+

3
2

(9)

试件两端质点速度差为：

∆vt =vt,l− vt,r =

−2ls
λ

σ0

ρbcs

2t̄
1+ k

t̄≤
1
2

−2ls
λ

σ0

ρbcs

ñ
(t̄−n)

2
1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+1

+
1
2k
− 1

2k
3k+1
1− k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2
ô

n+
1
2
＜t̄≤n+1

−2ls
λ

σ0

ρbcs

ñ
(t̄−n)

2
1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2

+
1
2k
− 1

2k
5k+1
1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2
ô

n+1＜t̄≤n+
3
2

(10)

因此，可以计算出试件的应变率为：
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ε̇ = −∆vt

ls
=



2
λ

σ0

ρbcs

2t̄
1+ k

t̄≤
1
2

2
λ

σ0

ρbcs

ñ
(t̄−n)

2
1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+1

+
1
2k
− 1

2k
3k+1
1− k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2
ô

n+
1
2
＜t̄≤n+1

2
λ

σ0

ρbcs

ñ
(t̄−n)

2
1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2

+
1
2k
− 1

2k
5k+1
1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2
ô

n+1＜t̄≤n+
3
2

(11)

利用试件两端应力曲线可以得到试件两端的无量纲平均应力：

σ̄t =
σ̄t,l+ σ̄t,r

2
=

2ls
λ

cb

cs

k
1+ k

t̄ t̄≤
1
2

2ls
λ

cb

cs

®
n+

1
2
− 1

4k
+

1
4k

Å
1− k
1+ k

ã2n+1

+

ñ
1− 1

1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+1
ôÅ

t̄−n− 1
2

ã´
n+

1
2
＜t̄≤n+1

2ls
λ

cb

cs

®
n+1− 1

4k
+

1
4k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2

+

ñ
1− 1

1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2
ô

(t̄−n−1)

´
n+1＜t̄≤n+

3
2

(12)

将上式转换为有量纲形式，并对时间求导，结合式 (11)可得到“三波法”实验的切线杨氏模量为：

E =
dσ
dε
=
σt
′

ε̇
=



ρsc2
s

4t̄
t̄＜

1
2

ρsc2
s

ñ
1− 1

1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+1
ô

1+ (t̄−n)
4k

1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+1

− 3k+1
1− k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2 n+
1
2
＜t̄＜n+1

ρsc2
s

ñ
1− 1

1+ k

Å
1− k
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ã2n+2
ô

1+ (t̄−n)
4k

1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2

− 5k+1
1+ k

Å
1− k
1+ k

ã2n+2 n+1＜t̄＜n+
3
2

(13)

类似地，可以给出“二波法”得到的试验切线杨氏模量的表达式：

E =
ρbcscb

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n+2
ô

4(t̄−n)
Å

1− k
1+ k

ã2n+1

+
1− k2

k

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n
ô n＜t̄＜n+1, t＞

1
2

(14)

 

2.2    线性入射波作用下试件两端应力差、速度差及应力-应变曲线分析

针对第 1 节中的铝合金试件，将其考虑为一维应力波条件下的 SHPB 试验，即忽略杆与试件的泊松

比，忽略摩擦效应，铝合金试件直径为 14.5 mm，长度为 6 mm，其余材料属性与第 2.1 节中相同。通过上

述分析，分别给出该理想 SHPB 实验在一维应力波条件下理论与仿真得出的“三波法”和“二波法”的

应力-应变曲线计算结果，如图 9 所示。可以计算出通过理论“三波法”和“二波法”得到的弹性阶段

的杨氏模量分别为 69.63 和 79.92 GPa，与实际值的相对误差分别为 0.53% 和 14.17%；通过数值模拟“三

波法”和“二波法”得到的弹性阶段的杨氏模量分别为 69.74 和 74.00 GPa，与实际值的相对误差分别

为 0.37% 和 5.40%；可见，即使在理想条件下，“二波法”计算得到的试件的杨氏模量也不准确，这与

“二波法”中所用的应力均匀性假设有关；而“三波法”计算的杨氏模量则相对较准确。

根据式 (6)、(13)～(14) 可以得到试件两端无量纲应力差、速度差与切线模量的时程曲线，如图 10 所

示。从图中可以看出，无论是“三波法”还是“二波法”计算出的切线杨氏模量均随着无量纲时间的

增大而逐渐趋于稳定；但不同的是，“二波法”得出的恒定值本身就已偏离实际值，而“三波法”得出

的恒定值最终会趋于实际值，因此，只要在材料弹性阶段加载的无量纲时间足够大，即入射波足够缓，使
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用“三波法”可以得出相对准确的实验杨氏模

量。另一方面，由于切线杨氏模量是根据试件两

端平均应力和应变率计算得到的，因此，从图中

可以看出，试件的切线实验杨氏模量的振荡与试

件两端无量纲应力差以及速度差的振荡基本一致。

图 11 给出了采用“三波法”计算出的试件

应力-应变曲线以及无量纲时间，从图中可以看

出，曲线的振荡与试件两端无量纲应力差以及速

度差的振荡类似，均随无量纲时间的增大逐渐趋

于稳定。图 12 给出了采用“三波法”计算得出

的切线、拟合、割线模量的无量纲时程曲线，从

图中可以看出，切线模量和割线模量的变化趋势

不同，切线模量在实际值附近上下振荡，而割线

模量仅在实际值上方振荡，且振荡幅度与切线模

量相比较小。另一方面，切线模量和割线模量较拟合模量趋于稳定值所需的无量纲时间要短。若以实

际杨氏模量（70 GPa）的 0.1% 相对误差范围内为准确值，切线和割线模量达到准确值所需的无量纲时间

分别为 2.265和 2.338，而拟合杨氏模量在弹性阶段无法达到稳定值。 
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3    入射波对试件弹性变形阶段以及杨氏模量的影响分析

当线性入射波斜率足够小，使得试件在弹性变形阶段加载的无量纲时间足够大，此时通过“三波

法”计算出的杨氏模量能够趋于准确值。这里仅使用“三波法”，通过理论分析入射波斜率和形状对

试件杨氏模量准确性的影响。参考 2.1 节中的材料参数与线性入射波参数，以试件材料的杨氏模量为

50 GPa、密度为 4.00 g/cm3，杆材料的杨氏模量为 210 GPa、密度为 7.83 g/cm3，线性入射波的波长为

800 mm作用下，无量纲时间为 4时的应变作为试件的近似屈服应变。 

3.1    不同斜率线性入射波

图 13（a）为波长分别为 800、400、200、100、40 mm 的线性入射波作用下采用“三波法”计算出的

弹性段应力-应变理论曲线，图中竖点线分别对应每条曲线加载时间为 0.5 无量纲时间的位置。从图中

可以看出，随着线性入射波波长逐渐减小，试件的加载应变率逐渐增大，导致试件弹性变形阶段所需的

无量纲时间缩短，如 40 mm 入射波作用下，试件弹性阶段的加载时间仅约 0.6 无量纲时间，因此试件弹性

阶段应力-应变曲线的抖动幅度和范围均增大。图 13（b）为不同波长线性波作用下试件的拟合模量和割

线模量，从图中可以看出，对于较小波长的线性入射波得出的曲线，无论使用拟合杨氏模量或切线割线

杨氏模量，均会与实际值产生较大差异，但随着入射波波长的增大，割线模量会更快地接近实际值。图

中割线模量或拟合模量在小波长时随波长的增大而出现振荡的原因，是割线模量或拟合模量是针对整

个弹性段曲线来说的，而不同弹性段曲线的终点位置决定了割线模量和拟合模量的值。

线性入射波波长为 40、400 和 800 mm 时，采用 “三波法”计算得到的切线杨氏模量、试件两端无

量纲应力差和试件两端质点速度差曲线如图 14～15所示，从图中可以看出，切线杨氏模量曲线的振荡幅

度随应变的增大而逐渐减小，在相同应变范围内，入射波波长减小使得试件两端应力差和质点速度差增

大，且试件两端应力差振荡幅度也增大，导致得出的切线杨氏模量出现不同幅度的振荡。图中不同波长

得出的切线杨氏模量曲线的每一次转折对应图 14 中应力-应变曲线的一次振荡，每一次振荡的时间恰好

是应力波在试件中单趟传播的时间。

在此例中，若以实际杨氏模量 50 GPa 的 0.1% 相对误差范围为准确杨氏模量值，切线模量到达准确

值所需的无量纲时间已经超过 4，而割线模量达到相对准确值时弹性阶段应力-应变曲线对应的无量纲

时间约为 2。另外，从图 12 中可以看出，对于不同波长的入射波，在加载时间为 0.5 无量纲时间的整数倍

位置处，试件的应力应变点与材料的应力应变点重合，此处的切线模量和割线模量均为准确值。

在一维应力波假设条件下，对于线性入射波而言，若入射波斜率足够小，采用“三波法”可以给出

相对准确的杨氏模量。另一方面，若入射波斜率不满足切线模量达到恒定值的最小斜率[19]，则割线模量

可以给出相对更加准确的杨氏模量。以混凝土试件无整形器的 SHPB 实验为例[20]，实验中入射杆直径

为 80 mm，试件长度为 35 mm，直径为 70 mm，密度为 2 400 kg/m3，杨氏模量为 30 GPa，动态屈服强度约为
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图 13    不同波长线性入射波计算结果

Fig. 13    Calculation results by using different wavelength of the linear incident wave
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60 MPa，等效屈服强度为 45.9 MPa，入射波斜率为 4 MPa/μs，当入射波斜率减小到原来的 1/4 时，试件两

端的无量纲应力差峰值减小了 75%，切线模量的相对误差从 19.3% 减小到 2.3%，割线模量的相对误差从

6.80% 减小到 0.26%；这表明，对于混凝土等大尺寸、低声速试件，未经整形片设计所给出的杨氏模量是

不准确的。若以实际杨氏模量 30 GPa 的 1% 相对误差为临界值，则切线模量和割线模量到达准确值的

最大入射波斜率分别为 0.128 和 0.319 MPa/μs，另一方面，上述仅是针对特定试件在特定斜率入射波下的

分析，根据前文所述可知，杨氏模量的准确性也与试件的屈服强度相关，同样，以上述混凝土试件为例，

若仅使入射波斜率为 1 MPa/μs，无量纲时间在 0.5～1.0 之间，即试件屈服强度在 67.0～134.0 MPa 之间

时，切线模量和割线模量的最大相对误差分别为 32.7%和 8.4%。 

3.2    不同形状入射波

根据线弹性波的透反射理论与线性叠加原理，可以推导出任意入射波形作用下试件两端无量纲应

力与无量纲时间关系的表达式：

σt,l =


σ (t̄)

2k
1+ k

t̄≤1

2k
1+ k

[
σ (t̄)+

n∑
i=1

σ (t̄− i)
2(1− k)2i−1

(1+ k)2i

]
n＜t̄≤n+1

(15)

σt,r =


0 t̄≤

1
2

4k
(1+ k)2

n∑
i=1

σ

Å
t̄− 2i−1

2

ãÅ
1− k
1+ k

ã2i−2 2n−1
2
＜t̄≤

2n+1
2

(16)

为便于推导任意形状入射波作用下试件两端质点的速度，将式 (15)改写为：

σt,l =


σ(t̄)+σ(t̄)

k−1
1+ k

t̄≤1

σ(t̄)+σ(t̄)
k−1
1+ k

+
2k

1+ k

n∑
i=1

σ(t̄− i)
2(1− k)2i−1

(1+ k)2i n＜t̄≤n+1
(17)

利用式 (16)～(17) 以及波阵面上的运动方程，可以得出任意形状入射波作用下试件两端面上的质点

速度分别为：

vt,l =


− σ0

ρbcb

ï
σ(t̄)−σ(t̄)

k−1
1+ k

ò
t̄≤1

− σ0

ρbcb

[
σ(t̄)−σ(t̄)

k−1
1+ k

− 2k
1+ k

n∑
i=1

σ(t̄− i)
2(1− k)2i−1

(1+ k)2i

]
n＜t̄≤n+1

(18)
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图 14    不同波长时切线模量和无量纲应力差曲线

Fig. 14    Tangent modulus and dimensionless stress
difference curves at different wavelengths
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图 15    不同波长时切线模量与质点速度差曲线

Fig. 15    Tangent modulus and particle velocity difference
curves at different wavelengths
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2

(19)

由于式 (16)～（19）给出的表达式均是递推叠加形式，在 n 未确定时难以给出其简化表达式，因此计

算任意形状入射波作用下试件的实验杨氏模量以及应力-应变曲线时，利用式 (16)～（19）直接在程序中

给出其最终曲线。

仍以试件材料杨氏模量为 50 GPa、密度为

4.00 g/cm3，杆材料杨氏模量为 210 GPa、密度

7.83 g/cm3，线性入射波波长为 800 mm 作用下，

无量纲时间为 4 时的应变作为试件的近似屈服

应变，按照此强度和应变换算后的应力峰值和波

长分别为 1.32 MPa 和 70.31 mm。将弧形波简化

为正弦曲线，如图 16所示。

根据递推公式特性，分别给出相同应力峰

值、上升沿无量纲时间为 4 和 1 时，入射波为线

性波和正弦波时所得出的应力-应变曲线和切线

模量曲线，如图 17 所示。从图 17 中可以看出，

相较于线性入射波，正弦入射波的应力-应变曲

线起始阶段抖动不明显，切线模量趋于稳定值的时间从图 17（b）中来看也相对更短。但也由于正弦波斜

率逐渐增大的特点，与线性入射波相比，稳定阶段的切线模量与实际值差异较大，在无量纲时间为 4 的

入射波作用下，正弦波和线性入射波曲线末端的切线模量分别为 49.84 和 49.92 GPa，与实际值的相对误

差分别为 0.32%和 0.16%；若以试件实际杨氏模量 1%相对误差范围为准确值，则正弦波和线性波到达准

确值的无量纲时间分别为 0.95和 2.50。

为了研究入射波形状特征对试件实验杨氏模量的影响，针对正弦入射波，将其等分为 4 段，在保证

每段波形形状不变的前提下，将其波长和峰值转换至与初始的正弦波一致，具体波形分段和转换如图 18
所示。可以看出，正弦波中的Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ每一段曲线均在线性波之下，只有Ⅰ段曲线在初始正弦曲线

之下；这 4段入射波的斜率均随着波长逐渐增大，正弦波Ⅳ段已较为接近线性波。

图 19 给出了上述 6 种不同形状特征的入射波计算出的试件两端应力差时程曲线，可以看出，在上

升沿和峰值一定的情况下，入射波初始斜率越小，试件两端应力差在初始时刻的振荡越大；而入射波末
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图 16    正弦和线性入射波示意图

Fig. 16    Schematic of sinusoidal and linear incident waves
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图 17    无量纲时间分别为 4和 1的线性波和正弦波计算结果

Fig. 17    Calculated results for linear and sinusoidal waves at dimensionless times 4 and 1
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段斜率越大，试件两端应力差在末尾时刻越大。另一方面，从图中可以看出，Ⅰ段曲线波和初始正弦波

得出的试件两端应力差时程曲线整体呈明显上升趋势，而另外 4 种曲线表现为由振荡逐渐趋于平稳，可

见，入射波形状特征影响试件两端应力差的变化特征，不同的曲线波和初始正弦波由于其斜率逐渐增大的

特点，导致其得出的试件两端应力差并不会趋于一个稳定值，且斜率变化越大，应力差越无法趋于恒定。

分别给出入射波上升沿时长为 4 和 1 个无

量纲时间时，这 4 种入射波作用下试件的应力-
应变曲线和切线模量曲线，如图 20～21 所示。

从图中可以看出，在无量纲时间为 4 时，4 种入

射波得到的应力-应变曲线都较准确，从图 20（b）
中可以看出，入射波Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ的切线模量曲线

较为接近，而入射波Ⅰ的曲线不同于其余 3 条曲

线在杨氏模量准确值上下振荡，而是保持在杨氏

模量准确值上方振荡，且从图中可以看出，振荡

趋于稳定的时间明显小于其余 3 条曲线。在无

量纲时间为 1 时的结果与无量纲时间为 4 时类

似，从图 21（a）中可以看出，入射波Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ作

用下的应力-应变曲线较为相似，但入射波Ⅰ得

出的曲线无明显转折点，整条应力-应变曲线的斜率呈逐渐减小直至稳定的趋势，如图 21（b）所示。

以初始正弦曲线、正弦曲线的Ⅰ部分和Ⅱ部分作为典型，给出三种波形作用下，无量纲时间为 4 时

的切线模量和割线模量对比，如图 22 所示。从图中可以看出，正弦曲线和Ⅰ部分的模量曲线趋势类似，

且此时割线模量趋近于准确值的时间要大于切线模量，而Ⅱ部分的模量曲线则与线性波类似，切线模量

的振荡幅度大于割线模量。结合图 19 和图 22 来看，切线模量和割线模量的变化趋势与试件两端应力差

时程曲线的特征相关。

若以试件实际杨氏模量 1% 相对误差范围为准确值，可以给出图 18（b）中 6 种斜率特征入射波作用

下试件达到准确的实验杨氏模量所需的无量纲时间，见图 23。可以看出，入射波形状的改变会导致试件的

应力-应变以及杨氏模量曲线特征也发生显著变化，曲线在初始正弦波越下方，即曲线的初始斜率越低，

切线模量和割线模量曲线的振荡越不明显，且此时切线模量的准确性要高于割线模量。而若曲线在初始

正弦波上方，即曲线的初始斜率较高，则切线模量和割线模量曲线的振荡越明显，越接近线性波的结果，

此时割线模量的准确性要高于切线模量。仍以 3.1节中混凝土试件无整形器的 SHPB实验为例，入射波形
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图 18    正弦入射波分段

Fig. 18    Segmentation of sinusoidal incident waves
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状分别为等波长和峰值强度的线性入射波和正弦波，其中线性入射波斜率为 4 MPa/μs，其余参数不变，

此时正弦波相较线性波得出的试件两端无量纲应力差提高了 12.2%，切线模量的相对误差分别为 6.7%
和 19.3%，割线模量的相对误差分别为 22.7%和 6.8%，这里也可以看出，杨氏模量的相对准确性和试件两

端应力差相关，但也并不完全依赖试件两端应力差，而是与入射波斜率、形状特征等因素耦合相关。 
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图 20    入射波上升沿无量纲时间为 4时，4种曲线的计算结果

Fig. 20    Calculation results of four curves when dimensionless time of incident wave rise time is 4
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图 21    入射波上升沿无量纲时间为 1时，4种曲线的计算结果

Fig. 21    Calculation results of four curves when dimensionless time of incident wave rise time is 1 
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4    结　论

通过数值仿真对材料动态应力-应变曲线中的弹性阶段以及杨氏模量进行验证与分析，证明了在当

前实验条件下，使用 SHPB测定的材料杨氏模量并不一定准确，其次，材料的“黏性效应”也未必是材料

力学性能的真实反映。进一步分析在一维应力波条件下 SHPB 实验给出的杨氏模量的准确性以及杨氏

模量与应力均匀性、入射波斜率和形状特征等的关系，得到以下结论。

(1) 在一维应力波条件下，若入射波斜率足够小，使得试件在弹性变形阶段加载的无量纲时间足够

大，此时通过“三波法”计算出的切线和割线杨氏模量能够趋于准确值（后续结论也均基于“三波

法”），且杨氏模量的变化趋势与试件两端无量纲应力差相似；但杨氏模量的相对准确性并不完全依赖

试件两端的应力差，而是与入射波斜率、形状等因素耦合相关。

(2) 线性入射波斜率增大时，试件的加载应变率增大，导致试件弹性变形阶段所需的无量纲时间减

小，而在无量纲时间较小时，试件两端的应力差和速度差都处于振荡阶段，使得较小无量纲时间内应力-
应变曲线的振荡扩大至整个曲线的弹性阶段，表现为试件弹性阶段应力-应变曲线的抖动幅度和范围均

增大。若入射波斜率不满足切线模量达到恒定值的最小斜率，相对切线模量来说，此时割线模量可以给

出更加准确的杨氏模量值。针对混凝土试件验证了入射波斜率对杨氏模量的影响规律，给出了混凝土

试件切线模量和割线模量到达准确值的最大入射波斜率分别为 0.128和 0.319 MPa/μs。
(3) 入射波形状的改变会导致试件两端的应力差、应力应变以及杨氏模量曲线特征发生显著变化，

以正弦波为参考，曲线的初始斜率越低，应力-应变曲线以及杨氏模量曲线的振荡越不明显，切线模量的

准确性要高于割线模量；而若曲线的初始斜率越高，应力-应变曲线以及杨氏模量曲线的振荡越明显，此

时割线模量的准确性相对更高。以混凝土试件在特定等波长和峰值强度的线性入射波和正弦波作用下

为例，正弦波相较于线性波得出的试件两端无量纲应力差提高了 12.2%，切线模量的相对误差分别为

6.7%和 19.3%，割线模量的相对误差分别为 22.7%和 6.8%。
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