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夹心杆系统中一维弹塑性波演化精细分析（Ⅱ）：
弹塑性交界面与平台段反射衰减*

高光发
（南京理工大学机械工程学院，江苏 南京 210094）

摘要： 相对于入射波加载阶段透反射分析过程，入射波平台段持续时间长且弹塑性传播与演化行为复杂得多，此

阶段试件内弹塑性波相互作用的影响非常明显。开展了矩形入射波作用下试件内弹塑性波的相互作用及其在两个界

面上的弹塑性透反射行为计算，定量研究了夹心杆系统中反射波的衰减特征。结果表明：强入射波作用下，由于弹塑

性波相互作用，试件内形成了曲线型弹塑性交界面，使透射端达到屈服状态的时间明显提前，该弹塑性交界面以大于

弹性声速的速度向反射端变速传播；在塑性阶段，反射波的衰减是试件截面积增大引起的广义波阻抗增大和压缩引起

的塑性波往返次数增加两个方面导致的衰减量之和。计算显示，试件的密度变化虽然明显影响其波速和广义波阻抗，

但两个方面引起的衰减量之和正好接近于零，使得密度变化对透反射波平台段变化的影响可以忽略；塑性模量的增大

使得反射波在平台端衰减更快，而试件直径对反射波衰减速度的影响并不是单调的，从 4 mm增大到 10 mm，反射波衰

减速度增大，但增大到 12 mm后衰减量反而有所减小。研究结果可为分离式 Hopkinson压杆试验透反射波形的深入分

析以及精细化试验设计与数据处理提供参考。
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Meticulous analysis of one-dimensional elasto-plastic wave evolution in
sandwich rod systems (part Ⅱ): reflection attenuation

at the elasto-plastic interface and platform section

GAO Guangfa
（School of Mechanical Engineering, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, Jiangsu, China）

Abstract:  Compared to the reflection and transmission analysis process during the incident wave loading phase, the incident

wave  plateau  phase  lasts  longer,  and  the  elastic-plastic  propagation  and  evolution  behavior  are  much  more  complex.  The

effects of elastic-plastic wave interactions within the specimen during this phase are very pronounced. Using the elastic-plastic

incremental wave theory, combined with numerical simulation, the calculations of elastic-plastic wave’s interactions inside the

specimens  under  rectangular  incident  wave  action  and  its  elastic-plastic  transmission  and  reflection  behavior  at  the  two

interfaces are carried out.  The attenuation characteristics of the reflected waves in the sandwich rod system are investigated.

The results show that under strong incident wave action, the specimen internally forms a curve-shaped elastic-plastic interface

due to the interactions of elastic-plastic waves. This causes the transmission end to reach the yield state significantly earlier.

This  elastic-plastic  interface  propagates  towards  the  reflection  end  at  a  speed  greater  than  the  elastic  sound  speed.  The

attenuation of the reflected wave during the plastic phase is the sum of the increase in generalized wave impedance due to the

increase  in  the  specimen’s  cross-sectional  area  and  the  increase  in  the  number  of  back-and-forth  plastic  waves  caused  by

compression. Calculations also show that although the change of the specimen density significantly affects its wave speed and
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wave impedance, the sum of the attenuations caused by these two factors is close to zero. Hence, the effect of density changes

on the transmission and reflection wave plateau phase can be ignored. An increase in the plastic modulus causes the reflection

wave plateau to attenuate faster, but the effect of the specimen’s diameter is not monotonous. When it increases from 4 mm to

10  mm,  the  reflection  wave  attenuation  speed  increases,  but  when  it  further  increases  to  12  mm,  the  attenuation  amount

decreases. This study has certain reference value for in-depth analysis of split Hopkinson pressure bar test for the transmission

waveforms as well as for the detailed test design and data processing.

Keywords:  split Hopkinson pressure bar; elastic-plastic interface; stress attenuation; reflected wave; transmitted wave;

generalized wave impedance

文献 [1] 在不考虑杆中应力波弥散效应[2-5] 的情况下，对三种典型入射波作用下加载阶段夹心杆系

统内透反射波的形成开展了定量计算，研究结果表明，在加载阶段，由于时间极短，任何塑性波都没有完

成往返运动而实现对反射波的影响；然而，入射波平台段持续时间远大于加载阶段，此阶段内试件中塑

性波的往返运动对系统中的透反射波有着不可忽略的影响，这一阶段中，试件内的应力波传播与相互作

用也复杂得多。首先，由于塑性模量比杨氏模量小约 3 个数量级，使得压缩加载下其应变非常大而不可

忽略，导致塑性波在试件中往返运动所需的时间不断缩短，系统中反射波的衰减过程也变得更复杂，特

别是定量计算中更是如此。其次，一般而言金属材料可认为塑性不可压，即泊松比为 0.5，在轴向大变形

情况下，试件的径向膨胀效应也非常明显，如端面摩擦效应[6-7] 与试件横向惯性效应[8] 等影响更加明显。

即使不考虑这些因素，由于膨胀导致试件的广义波阻抗增大，改变了界面上的广义波阻抗比以及原本应

力平衡界面上的连续性，从而在界面上产生了更复杂的应力波群，导致试件内应力波透反射计算更加复

杂。第三，由于涉及塑性波的往返运动，试件内弹塑性波的相互作用必须被准确地计算，利用简化理论

分析所给出的结果是非常不准确的，而且初步分析表明，此时间内可能会产生弹塑性交界面，使得试件

内存在大量的内反射或内透射特征，使得准确计算进一步复杂化。总而言之，这一阶段的应力波传播、

演化与相互作用非常复杂，使得准确的分析计算明显较难；然而，从分离式 Hopkinson 压杆（ split
Hopkinson pressure bar，SHPB）试验数据的分析与处理过程可以看出，与入射波平台段对应的反射波准平

台段与透射波相应阶段的应力一般相对均匀，因而是给出试件应力-应变曲线的关键区间，准确深入地分

析该阶段透反射波的形成机制，定量地剖析此区间试件内弹塑性波传播与演化的过程，对于精细化设计

SHPB试验和精确处理数据极其重要。

本文中针对 SHPB 中入射杆、试件与透射杆系统，即所谓的夹心杆系统，基于固体中的弹塑性增量

波理论，结合数值仿真计算，定量地分析矩形入射波平台阶段作用下试件中的弹塑性波演化与相互作用

机理以及系统中透反射波的形成机制；重点描述试件内弹塑性交界面的形成机理与运动特征，以及该界

面上的内反射行为。在此基础上，定量研究塑性阶段试件的径向膨胀与轴向压缩对透反射波的影响机

理，分析反射波平台段的衰减特征；进一步揭示平台段试件直径、密度与塑性模量对试件内弹塑性演化

与透反射波的影响规律。 

1    杆 2 中弹塑性交界面的形成与运动特征

ρ Ee

夹心杆系统如图 1所示，其中杆 1与杆 3为线弹性材料、杆 2即试件为弹塑性材料。杆 1长 2 m，杆 2
长 7.25 mm，杆 3 长 1.5 m；三个杆的密度    均为 7.83 g/cm 3、杨氏模量    为 210 GPa，杆 1 和杆 3

Ep

λ

的直径 D 为 14.5 mm、泊松比为 0。杆 2 的泊松

比为 0.29、直径 d 为 8 mm，本构模型为双线性模

型 ，屈服强度 Y 为 200  MPa、塑性模量    为

500 MPa。数值仿真模型与矩形入射波、梯形入

射波参数同文献 [1]，波长    为 800 mm，压缩波强

度为 250 MPa。

 

Bar 2
Bar 1 Bar 3

D=14.5 mm D=14.5 mm
Interface 1 Interface 2

d

图 1    夹心杆系统示意图

Fig. 1    Schematic of the sandwich rod system
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k1,e k2,e

k1,p k2,p

可以给出界面 1 和界面 2 两端皆处于弹性状态的弹性波广义阻抗比    和    ，以及杆 2 处于塑性状

态且杆 1与杆 3处于弹性状态时的弹塑性界面 1和界面 2的弹塑性广义波阻抗比    和    分别为：

k1,e = ke =
d2

D2
， k2,e =

1
ke
=

D2

d2
， k1,p = kp =

√
Epd2

√
EeD2

， k2,p =
1
kp

(1)

Tσ1,e Fσ1,e Tσ1,p Fσ1,p

Tσ2,e Fσ2,e Tσ2,p Fσ2,p

则根据弹塑性增量波在界面上的透反射理论，可以求出从杆 1到杆 2的弹性界面 1的应力透射系数

 与反射系数    、弹塑性界面 1 的应力透射系数    与反射系数    ，以及从杆 2 到杆 3 的弹性界

面 2的应力透射系数    与反射系数    、弹塑性界面 2的应力透射系数    与反射系数    分别为：
Tσ1,e =

2ke

ke+1
D2

d2

Fσ1,e =
ke−1
ke+1

，


Tσ1,p =

2kp

kp+1
D2

d2

Fσ1,p =
kp−1
kp+1

，


Tσ2,e =

2
ke+1

d2

D2

Fσ2,e =
1− ke

1+ ke

，


Tσ2,p =

2
kp+1

d2

D2

Fσ2,p =
1− kp

1+ kp

(2)

另外 5种不同杆 2直径时两个界面上的透反射系数如表 1所示。

t̄ σ̄定义无量纲时间    和无量纲应力    分别为：
t̄ =

t
800 mm/

√
210 GPa/7.83 g · cm−3

σ̄ =
σ

250 MPa

(3)

σ式中：t 和    分别表示时间和应力。

以矩形脉冲入射为例，实际仿真过程中，由

于人工黏性等原因入射波的上升阶段并不是理

想的单一强间断波，而是近似为一个斜线的加载

波，如图 2 所示。加载段直线起点为点 A，终点

为点 B，斜率 k 为−83.33，加载段无量纲时间宽度

为 0.012。
从文献 [1] 可知，入射加载阶段对应的杆 1

和杆 2 中透反射波是由应力波在弹性交界面与

弹塑性交界面上的透反射组合而成的；由于该研

究中只需要考虑加载段的反射波与透射波问题，

时间很短，约 0.012 个无量纲单位，此时杆 2 中的

弹塑性波相互作用特别是内反射问题对加载段

在界面 1 上的透反射行为基本没有影响，因而相

关物理平面图是简化物理平面图；而在平台段，应力波作用时间相对长得多，需要考虑杆 2 内部弹塑性

波迎面加载等细节问题。

 

表 1    入射增量波在不同直径双线性杆 2 时两个界面上的应力透反射系数

Table 1    Stress transmission coefficient on two interfaces of the incident incremental wave
in bilinear rods of different diameters

杆2直径/mm Fσ1,e(= −Fσ2,e) Tσ1,e Tσ1,p Fσ1,p(= −Fσ2,p) Tσ2,e Tσ2,p

4 −0.859 1.859 0.097 −0.993 0.141 0.152

6 −0.708 1.708 0.097 −0.983 0.292 0.340

8 −0.533 1.533 0.096 −0.971 0.467 0.600

10 −0.355 1.355 0.095 −0.955 0.645 0.930

12 −0.187 1.187 0.094 −0.935 0.813 1.326
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图 2    矩形入射波加载段简化线性图

Fig. 2    Simplified linear diagram of the rectangular
incident wave loading phase
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σ̄I,B σ̄I,C

σ̄I,D

如果不考虑杆 2 内弹塑性波的相互作用，可

以给出应力波在杆 2 中首次往返一次的简化物

理平面图（图 3）。图中点 B 对应入射波应力为

 的峰值点、点 C 对应入射波中应力为    的

弹塑性转换点 [ 1 ]，入射波强度为    的点即点

D 对应的透射波为 DF 到达界面 2 瞬间反射、设

该反射波后方的应力正好为杆 2 材料的屈服应

力，即：

σ̄I,DTσ1,e
(
1+Fσ2,e

)
= 0.8 (4)

在图 3 中 CHK 以上区域由于材料一直处于

塑性状态，由于弹性波与塑性波波速都是固定

的，因而可以将若干增量波等效为一个较大的强

间断波来处理。可以给出 CB 之间入射波透射

到杆 2 并到达界面 2 瞬间发生反射、该反射波到

达界面 1 瞬间透射到杆 1 所得到的透射波强度

为 0.356，明显大于仿真计算所给出的衰减量

0.186，因而以上简化理论计算是不准确的。

根据固体中的应力波理论可知，图 3 中线

FG 并不是直线，而是曲线；其物理意义即是由于

弹塑性波相互作用形成了弹塑性交界面，且该交

界面一直在运动。事实上，入射波 DC 之间的无

t̄AF

数无限小增量波在杆 2 中传播时，不能一直以弹性波速到达界面 2，这种假设导致以上的计算不准确。

参考物理平面图 3，容易计算点 F 相对于点 A 的无量纲时间    为：

t̄AF = 0.013 1＞t̄AG = 0.012 2＞t̄AB = 0.012 0 (5)

t̄AG

t̄AB t̄AG

t̄AG

式中：    表示点 G 相对于点 A 的无量纲时间，其他符号意义类似。式（5）说明点 F 在点 G 上方、点 G 在

点 B 上方。从    到    时刻，杆 2 左侧从界面 1 上透射过来的弹性波和塑性波一直沿着杆 2 轴向向右运

动；同时杆 2 右侧存在从界面 1 透射过来的波在界面 2 上反射并向左传播；在    时刻，向左传播的弹性

波波头 EG 正好与向右传播弹性前驱波波头 CG 重合于点 G。根据固体中的应力波基础理论可知，此时

杆 2中点 G 处存在一个内交界面，姑且简称为点 G 界面。

由于点 B 和点 R 处于同一条特征线上，点 K 和点 C 处于同一条特征线上，且 KG 之间无增量波传

播，因而有： ®
σ̄T,R = σ̄T,B = −0.8+ (σ̄I,B− σ̄I,C)Tσ1,p = −0.846
σ̄T,K = σ̄T,G = σ̄T,C = −0.8

(6)

σ̄T,R式中：    中下标 T 表示从界面 1 透射到杆 2 中的无量纲应力、下标 R 表示点 R 对应的无量纲应力，其

他符号意义类似。

在 RK 之间无量纲应力随着拉氏坐标 X 的变化斜率为：

dσ̄
dX
=

dσ̄
cedt
=

1
800 mm

dσ̄
dt̄
= − 1

800 mm
× −1

0.012
=

1
800 mm

× 1
0.012

(7)

ce式中：    表示杆 2材料弹性声速。点 G 到界面 2之间的无量纲应力随着拉氏坐标 X的变化斜率为：

dσ̄
dX
= − 1

800 mm
× −1

0.012
Tσ1,e

(
1−Fσ2,e

)
＞0 (8)
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图 3    矩形入射波点 G 之前的物理平面图

Fig. 3    Physical plane before point G of the
rectangular incident wave
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也就是说，在这两个区间内，随着 X 的增大，无量纲应力呈线性增大，其绝对值即压缩强度呈线性

减小。

t̄ = t̄AE

t̄ = t̄AC

t̄＞t̄AC t̄ = t̄AG

t̄ = t̄AF

t̄ = t̄AG t̄ = t̄AF

在图 3 中，点 A 与点 E 对应的时间内，矩形入射波中近似线性加载波从完全弹性界面 1 透射到杆 2，
并在杆 2 中形成一个强度绝对值从零开始线性增大的加载波，该加载波的斜率与入射波斜率之比正好

等于完全弹性界面 1 的透射系数。此时杆 2 左端传入的线性强化加载波以弹性波速向右传播，直到

 时刻，该波波阵面到达完全弹性界面 2 上；之后，到达界面 2 上的加载波会在完全弹性界面 2 上发

生反射。当    时，杆 2 左端输入的透射波峰值应力正好等于材料的屈服应力，此时杆 2 轴向方向的

应力波波形为两个不同斜率的线性加载波；当    时，向右传播的透射波呈现“双波”结构。当  

时，从界面 2 向左反射的弹性波正好到达杆 2 中的弹塑性界面，弹塑性“双波”结构中的弹性加载波由

双线性波转化为单线性波；而若不考虑杆 2 中应力波的内反射，则在    时，杆 2 所有介质皆处于塑性

状态，其中最右端正好等于屈服应力。从    到    时刻，应力平衡条件始终得到满足，然而，在弹塑

性交界面两端的连续条件却得不到满足。

t̄AG +dt̄ dt̄→ 0 dσ

dve

设在    （    ）时刻，一个强度为  

的弹性加载增量波自界面 2 反射到内界面

FG 上的点 R 处，如图 4 所示。由于该增量波强

度极小，近似认为点 R 与点 K 重合，根据应力波

波阵面上的运动方程可知 ，该增量波在界面

FG 右端引起的质点速度增量    为：

dve =
dσ
ρce

(9)

ρ

dvp

式中：    表示杆 2 的材料密度；若不考虑内界面

上的透反射，则该增量波在界面 FG 左端引起的

质点速度增量    为：

dvp =
dσ
ρcp

(10)

cp式中：    表示杆 2材料塑性波速。

cp≪ ce由于    ，因而必有：

dvp≫ dve (11)

即不满足界面连续条件。因而可以判断增

量波到达界面 FG 上必会发生透反射。

σ̄T,DC

dσ̄T,DC

事实上，可以将入射波 DC 自完全弹性界

面 1 透射到杆 2 中的无量纲强度为    的连续

波视为无数多个强度为    且无限小的增量

波的代数和，即：

σ̄T,DC = lim
n→∞

n∑
i=1

dσ̄T,DC = lim
n→∞

n ·dσ̄T,DC (12)

σ̄TR,AD

dσ̄TR,AD

类似地，可以将入射波 AD 自完全弹性界面 1 透射到杆 2，再在完全弹性界面 2 上反射强度为  

的连续波视为无数多个强度为    且无限小的增量波的代数和，即：

σ̄TR,AD = lim
m→∞

m∑
i=1

dσ̄TR,AD = limm
m→∞

dσ̄TR,AD (13)

暂取 m=n=5进行分析，以杆 2的直径 8 mm为例，可以求出：

 

Bar 2

XD

C

B

t

G

K R

S FLI

tAG
−

dt
H
E

−

tAF
−

t̄AG +dt̄图 4       时刻应力波传播物理平面图

t̄AG +dt̄

Fig. 4    Physical plane of stress wave propagation
at a certain moment  
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
dσ̄T,DC =

σ̄T,DC

5
=

(
σ̄I,C − σ̄I,D

)
Tσ1,e

5
= −0.055 6

dσ̄TR,AD =
σ̄TR,AD

5
=
σ̄I,DTσ1,eFσ2,e

5
= −0.055 6

(14)

可以发现，此时从杆 1 左端向右传播的透射

波与从右端向左传播的增量波强度相等；可以绘

制此两个波相遇时应力波传播的特征线物理平

面图，如图 5所示。

dσ
[σl] [σr]

容易知道，图 5 中 CG 以上区域、G-eE-e2 以

上区域、e2-d2-d3 以上区域、d3-c3-c4 以上区域、

c4-b4-b5 以上区域和 b5-D5-F 以上区域处于塑性

状态，因而弹性加载波 CG 与 EG 相遇后，反射波

和透射波必有塑性波，弹性波 e-e2 与 2-e2、d-d3
与 3-d3、c-c4 与 4-c4、b-b5 与 5-b5 相遇时透反射

情况也是如此。根据交界面上连续方程、应力

波传播的运动方程和边界条件，可以解得强度为

 的增量波到达此弹塑性交界面上同时向左传

播和向右传播的增量波    和    的强度均为：

[σl] = [σr] =
ρcp

ρce
dσ (15)

图 5 中显示的内界面 FG 为多段线，当加密

特征线网格，可知 FG 的组成线段数增多；由此

可知，当增量为无穷小时，FG 必为一个光滑曲线。 

2    入射波平台段反射波的衰减特征与机理

σ̄I,D σ̄I,DC =

σ̄I,C − σ̄I,D σ̄I,CB = σ̄I.B− σ̄I,C

σ̄TR,AB

根据图 3 和以上分析可以计算出，若入射波 AB 在界面 1 上透射后再从界面 2 上反射回到界面 1 右

侧，将入射波 AB 按照透反射特征分为三个较大的强间断波：AD、DC 和 CB，其强度分别为    、  

 和    ，前两个间断波在界面 2 上反射后还需要在弹塑性交界面上发生内透射行

为，可以计算出其总反射波的无量纲强度    为：

σ̄TR,AB = σ̄I,DTσ1,eFσ2,ek′+ σ̄I,DCTσ1,ek′Fσ2,p+ σ̄I,CBTσ1,pFσ2,p = −0.071 4 (16)

式中：弹塑性交界面的等效波阻抗比

k′ =

…
500

210 000
(17)

对应的反射波的无量纲时间波长

t̄R,AB = 0.371+0.012−0.134 = 0.249 (18)

式中：0.371 是指纯塑性波在杆 2 中往返一次所需的无量纲时间，0.012 是指实际入射波的无量纲时间宽

度，0.134是指入射波波头在杆 2中经过弹性与塑性传播返回到界面 1右侧所需的无量纲时间。

根据仿真计算可以给出，当杆 2 直径为 8 mm 时，反射波平台段即从加载上升段终点到卸载段起点

之间总的无量纲应力衰减值（下文简称反射波平台段总衰减值）约为 0.186，可以计算出，入射波经界面

2 透射到杆 2，之后在杆 2 两个界面上连续反射而往返运动，若不考虑杆 2 在加载波透反射过程中轴向长

度和径向截面积的变化，经过简单估算可知，需要 4.86次才能够达到该值，即：

−0.186 = σ̄TR,AB

î
1+

(
Fσ2,p

)2
+
(
Fσ2,p

)4
+
(
Fσ2,p

)6
+0.86

(
Fσ2,p

)8
ó

Tσ2,p (19)
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图 5    DC 段透射波与 EF 反射波相遇透反射特征

Fig. 5    Transmission characteristics when the DC segment
transmitted wave meets the EF reflected wave
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需要说明的是，往返次数有小数，这也是合理的，因为从平台端相对光滑衰减可知，反射波的衰减是

由许多小的增量波透射到杆 1 造成的，因而 4.86 次代表并不是所有入射加载波都只往返了 4 次，还有

86%的入射加载波往返了 5次。

理论上，平台段的无量纲时间波长等于 1，由于各种因素，在传播过程中该值一般略大于 1；而根据

以上计算实际反射次数约为 4.86。可以计算出：若平台段从点 G 开始计时，第一个反射塑性波到达界面

1 的无量纲时间为 0.122；纯塑性波从杆 1 端传播到另一端所需无量纲时间为 0.185 7；结合式（18），可以

给出平台段的无量纲时间为 1.821，远大于入射波长 1。这是因为与弹性应变值极小而可以忽略的情况

不同，塑性波在杆 2 中传播的过程中，杆 2 的轴向应变不可忽略。如图 6 所示，以杆 2 直径为 8 mm 为

例，试件的最大工程应变约为 0.175。
而在塑性阶段，泊松比为 0.5，最大工程应变 0.175 对应的截面积增量为 0.212，根据图 6 中杆 2 直径

为 8 mm 的情况，可以给出不同时间下杆 2 截面积的变化，如图 7 所示。这种截面积的增大会引起两个

效应。

第一，根据界面 1两端的受力平衡条件可知，当界面 1右侧即杆 2左端的截面积增大 21.2%时，若应

力不变，则压缩力也随之增大 21.2%，这势必会导致界面 2 向左传播压缩加载波的同时向左传播卸载波，

为了简化分析，这里不考虑平台阶段杆 2 截面积的增大过程，直接将无数个增量波等效为一个强间断

波；同时，由于杆 2 左端塑性波阻抗远小于杆 2 的弹性波阻抗，卸载波强度远小于向杆 1 传播的加载波，

因而可以进一步忽略向杆 2传播的卸载波；根据这种简化分析可以求出到达平台段右端向杆 1传播的加

载波无量纲应力近似值为−0.054 7。
因而，由于杆 2 中塑性波透反射导致反射波在平台段无量纲应力波衰减值只有约−0.131，此时不考

虑其他因素，只考虑界面 1 两端的受力平衡因素，塑性波在杆 2 中的透反射次数从以上初步计算的

4.86减小为 3.28，此时平台段的无量纲时间近似为 1.306。
第二，在杆 2 截面积增大时，根据广义波阻抗的定义可知，界面 1 右侧杆 2 的广义波阻抗也随之增

大，因而塑性加载波从界面 2 反射到界面 1 右侧再透射到杆 1 的透射系数也随之增大。暂不考虑杆 2 轴

向变形对塑性波传播时间的影响，若平台段从点 G 开始计时，第一个反射塑性波到达界面 1 的无量纲相

对时间为 0.122，第二次到达界面 1 的无量纲相对时间为 0.493，第三次为 0.865，第四次为 1.236。从图 7
可以看出，杆 2截面积与时间呈近似线性正比关系，因而可以计算出第一个塑性反射波到达界面 1时杆 2
的截面积系数为 1.019 8，第二次为 1.080 1，第三次为 1.140 4，第四次为 1.200 7。考虑截面积对广义波阻

抗比的影响，可以计算出杆 2 中塑性波反射次数约为 3 时，即第四次反射波波头刚达到界面 1 时，其对

杆 1 中反射波的衰减就达到了−0.131，即理论上平台段的无量纲时间取值为（0.865，1.236），若再考虑杆 2
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图 6    矩形入射波时杆 2的工程应变

Fig. 6    Engineering strain of rod 2 during rectangular
wave incidence
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图 7    矩形入射波杆 2径向面积与轴向应变变化率

Fig. 7    Rate of change of radial area and axial strain of
rod 2 during rectangular wave incidence
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轴向长度逐渐减小，则这个理论无量纲时间进一步减小，与仿真值即无量纲时间为 1就相符了。

根据表 1 和以上杆 2 直径为 8 mm 时的分析，可以给出杆 2 直径从 4 mm 到 12 mm 时特征点参数以

及入射加载波 AB 首次从界面 2 反射的无量纲应力；根据图 7 可以给出并计算出杆 2 的最大压缩应变和

最大截面积膨胀率，如表 2所示。

结合文献 [1] 中对不同杆 2 直径时无量纲反射波峰值的理论计算，由于杆 2 直径为 8 mm 时，杆 2 直

径膨胀导致界面 1 两端的广义波阻抗比增大和力的瞬间不平衡，使得界面 1 向杆 1 和杆 2 中分别同时传

播压缩波和拉伸波，可以计算出不同杆 2 直径时，由于径向膨胀导致反射波衰减的无量纲应力（下文简

称膨胀引起的衰减量），如表 3 所示。设不考虑杆 2 截面积膨胀引起的广义波阻抗比的变化和杆 2 长度

的变化，只进行简化分析，类似地考虑杆 2 中塑性反射波在杆 2 中反射次数为 3.28 次，可以计算出平台

段由于杆 2中塑性加载波透反射引起杆 1中反射波的衰减量，两者之和为总衰减量，如表 3所示。

事实上，根据图 6 可知，杆 2 直径为 4 mm 时，轴向工程应变最大对应的截面积膨胀也更大，因此，如

果考虑这个问题，则表 3中杆 2直径越小，反射波平台段总衰减值会增大得越多。然而，整体而言这种增

加量有限，从表 3 可以看出，以上 5 种直径中 10 mm 对应的反射波衰减最大，4 mm 对应的反射波衰减最

小，而且明显小于其他情况，这种规律与仿真结果即图 8所示规律一致。 

3    杆 2 密度与模量对平台段衰减的影响规律

设杆 2 材料的杨氏模量相同但密度改变，定义杆 2 材料密度与杆 1 密度比为无量纲密度；随着杆 2
材料的无量纲密度从 1 减小到 1/6，可以给出杆 2 在不同无量纲密度时的弹性波速和塑性波速、弹塑性

波在杆 2 内往返一次的无量纲时间等参数，同时可以求出杆 2 与杆 1 的广义弹性波阻抗比和广义弹塑性

波阻抗比等参数。

 

表 2    矩形波入射时不同直径双线性杆 2 的特征点参数和首次反射波强度

Table 2    Characteristic point parameters and first reflected wave strength of bilinear rod 2 with
different diameters under rectangular wave incidence

杆2直径/mm 点C无量纲应力 点D无量纲应力 首次反射波强度 最大压缩应变 最大截面积膨胀率

4 −0.430 −0.232 −0.091 0.237 0.311

6 −0.468 −0.274 −0.083 0.209 0.264

8 −0.522 −0.340 −0.071 0.175 0.212

10 −0.590 −0.435 −0.057 0.133 0.153

12 −0.674 −0.568 −0.041 0.091 0.100

 

表 3    矩形波入射时不同直径双线性杆 2 截面积的膨胀效应

Table 3    Cross-sectional area expansion effect of bilinear
rod 2 with different diameters under rectangular

wave incidence

杆2直径/

mm

反射波峰值

应力

膨胀引起

直接衰减

塑性波反射

衰减

反射波

总衰减

4 −0.935 −0.020 2 −0.044 5 −0.065

6 −0.854 −0.038 5 −0.089 0 −0.127

8 −0.742 −0.054 7 −0.130 5 −0.186

10 −0.601 −0.061 0 −0.156 5 −0.218

12 −0.431 −0.056 9 −0.153 7 −0.211
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图 8    不同杆 2直径时反射波的衰减

Fig. 8    Attenuation of reflected waves varied with rod 2 diameters
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类似以上杆 2 直径为 8 mm、无量纲密度为

1 时的计算方法，可以求出无量纲密度为 1/2 和

1/3 时，入射波上点 C、D 的无量纲应力，以及入

射波 AB 从界面 2 首次反射到达界面 1 右侧时反

射波的无量纲总应力值。当杆 2 无量纲密度为

1/4 和 1/5 时，点 C 在入射波上的无量纲相对时

间皆为 0.009 9，而对应弹性波在杆 2 中往返一次

所需无量纲时间分别为 0.009 0 和 0.008 2，不难

求出，杆 2 中第一个从界面 2 反射到达界面 1 上

对应的点 E 应该在点 D 的上方，如图 9 所示。

因而类似无量纲密度为 1 时的计算方法可以给

出入射波上点 D 对应的无量纲应力，根据图 9 可

以求出点 H 的无量纲相对时间；同理可以求出

入射波 AB 首次从弹塑性界面 2 上全部反射回界

面 1 右侧时的总强度。当杆 2 无量纲密度为

1/6 时，类似无量纲密度为 1 时的计算方法，可以给出入射波上点 D 对应的无量纲相对时间为 0.074，稍
大于弹性波在杆 2 中往返一次所需的时间，点 E 与点 D 两者相差极小，因而可以认为近似重合，类似地，

可以求出入射波 AB 首次从弹塑性界面 2上全部反射回界面 1右侧的总强度。

若不考虑不同无量纲密度时应力波在杆 2 中传播导致杆 2 长度变化和体积变化，即根据无量纲密

度为 1 时塑性波在杆 2 中往返 3.28 次，可以得到其他无量纲密度时对应的往返次数近似值；求出杆 2 中

首次从界面 2 反射回的塑性波到达界面 1 瞬间透射到杆 1 中对杆 1 中反射波应力的衰减量；类似无量纲

密度为 1 时的计算方法，可以近似给出在入射波平台段时间内杆 2 中塑性波透反射对杆 1 中反射波的衰

减总量的近似估算值。

根据仿真计算，得到杆 2 在不同无量纲密度

时的轴向工程应变时程曲线，如图 10 所示。从

图中可以看出 ，虽然杆 2 无量纲密度变化了

6 倍，但杆 2 的轴向工程应变时程曲线近似重

合，最大工程应变也基本相等，均近似为 0.175。
根据无量纲密度为 1 时的计算可以看出，杆 2 的

截面积最大膨胀率为 0.212，由于膨胀导致的杆 1
中的反射波衰减量也容易计算出，将该值与杆 2
中塑性波透反射引起的衰减值对应相加，可以计

算出在入射波平台段，反射波无量纲应力的总衰

减值。计算结果显示，不同无量纲密度时杆 1 中

反射波衰减量基本相等。

若杆 2 无量纲密度为 1，其他条件同上，只是改变双线性本构中的塑性模量——从 500 MPa 减小到

400、300、200、100 MPa，此时杆 2 中的波速会逐渐减小；在弹性杆 2 中往返一次所需无量纲时间皆为

0.009。由于弹性模量都相等，因而当界面 1 两侧介质都处于弹性状态时，透反射系数均相等，弹性波传

播定量规律也完全相同，因而入射波上弹塑性转换点点 C 对应的无量纲应力与无量纲相对时间也完全

相同，皆分别为−0.522 和 0.006 3；对应的点 D 在入射波上的无量纲应力与无量纲相对时间也完全相同，

分别为−0.340 和 0.004 1。而当入射波 CB 段到达界面 1 上时，界面 1 右侧杆 2 处于塑性状态，即界面 1 为

弹塑性界面，此时杆 2 塑性模量从 500 MPa 减小到 100 MPa，对应的广义弹塑性波阻抗比也呈开方地减
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图 9    无量纲密度为 1/4和 1/5时透反射物理平面图

Fig. 9    Physical plane of transmission at dimensionless
densities of 1/4 and 1/5
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图 10    矩形波入射时杆 2在不同无量纲密度时的工程应变

Fig. 10    Engineering strain of rod 2 at different dimensionless
densities during rectangular wave incidence
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小，对应塑性透射波强度也逐渐减小；容易计算出，杆 2 材料塑性模量从 500 MPa 减小到 100 MPa 时，入

射波 AB 通过弹塑性界面 1的无量纲透射波强度和无量纲反射波强度。

杆 2材料的塑性模量从 500 MPa减小到 100 MPa时，可以计算出不同塑性模量情况下，首次从界面 2
反射到达界面 1 上的首次反射波强度；该反射波通过弹塑性界面 1 透射到杆 1，从而造成杆 1 中反射波

的衰减。不考虑杆 2 的轴向压缩应变和径向膨胀假设下，同上塑性模量为 500 MPa 时的计算，塑性波在

杆 2 中往返次数近似为 3.28 次，根据不同塑性模量时塑性波的波速，可以给出对应的往返次数；类似地，

可以给出因为杆 2中塑性波透反射对杆 1中反射波的衰减量。

同时，由于杆 2 的径向膨胀，导致界面 1 两

端受力不平衡而使得杆 1 中反射波会进一步衰

减，其衰减量与杆 2 截面积的膨胀率相关。根据

仿真得到杆 2 在不同塑性模量时的工程应变时

程曲线，见图 11 所示。从图中可知，随着塑性模

量的减小，杆 2 的最大工程应变值逐渐增大，如

塑性模量为 500 MPa 时，最大压缩工程应变值

为 0.175，而塑性模量为 100 MPa 时，最大压缩工

程应变值增大为 0.188。
由于塑性阶段金属材料体积不变假设，可

以计算出杆 2 材料在不同模量时截面积的最大

膨胀率；对应导致杆 1 中反射波中衰减量也可以

计算出。随着塑性模量的减小，截面积膨胀率也

逐渐增大，从而导致对应杆 1 中反射波衰减量也

逐渐增大；将截面积膨胀导致的反射波衰减量与塑性波透反射导致杆 1 中反射波的衰减量代数相加，可

以给出总反射波衰减量的估算值。从反射波衰减量与塑性模量之间的关系可以看出，随着杆 2 材料塑

性模量的减小，反射波衰减量也逐渐减小，这与图 12所示仿真结果的规律完全一致。

若假设反射波的衰减是近似线性的，可以给出理论衰减线，如图 12 所示。从图中的对比图可以看

出，以上理论分析结果与仿真结果的定量规律是一致的。

由于杆 2截面积的膨胀和杆 2中塑性波的透反射，入射波平台段对应的杆 3中透射波也必然逐渐增

大；类似地，也可以分析得到结论：随着塑性模量的增大，杆 3 中透射波增量也增大；这个结论与仿真结

果一致，如图 13所示。 
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图 11    杆 2在不同塑性模量时的矩形入射波工程应变

Fig. 11    Engineering strain during rectangular wave
incidence at different plastic module
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图 12    不同塑性模量时反射波衰减理论与仿真

Fig. 12    Theoretical and simulated attenuation of reflected
waves varied with different plastic module
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图 13    不同塑性模量时矩形入射波的透射波

Fig. 13    Transmitted waves of rectangular incident waves
varied with different plastic module
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4    结　论

当矩形入射波到达界面 1时会产生透反射行为，在加载阶段，由于时间极短，杆 2中的应力波在两个

界面上的透反射行为及其对反射波或透射波的影响相对简单，不用考虑杆 2中弹塑性波的相互作用以及

塑性波透反射对透反射波的影响。然而，在入射波平台阶段，由于持续时间较长、杆 2压缩膨胀以及弹塑

性的相互作用等问题，使得系统中应力波传播与演化问题变得复杂得多。本文中以增量波理论研究为

核心，结合数值仿真分析，开展了矩形入射波平台段系统中应力波透反射行为定量分析，主要结论如下：

(1) 入射波加载作用下，杆 2 中存在一个弹塑性交界面，使得杆 2 在界面 2 侧达到塑性状态的速度远

高于利用弹塑性解耦简化分析的速度；该弹塑性交界面从界面 2处以超过弹性声速的速度向界面 1方向

传播，在此区域，弹塑性波的透反射行为主要在该交界面上完成，即存在明显的内反射特征。考虑弹塑

性交界面的运动以及弹塑性的内反射特征，是给出准确平台段反射波衰减准确定量规律的必要前提。

(2)入射波平台阶段，反射波的衰减和透射波的递增特性定量分析过程中，试件的塑性变形即截面积

膨胀与轴向压缩应变是主要因素，不可忽视，前者使得界面波阻抗发生持续变化，在界面上不断反射卸载

波而导致反射波持续衰减，也使得从界面 2反射回的塑性波到达界面 1上时透射系数增大，进一步放大了

衰减量，后者使得试件长度持续减小从而增加了塑性波在试件中的往返次数，导致反射波衰减量增大。

(3) 杆 2 的密度变化虽然影响塑性波波速，使得在相同时间内塑性波往返次数明显增大，从无量纲

密度为 1时的 3.28次增加到无量纲密度为 1/6时的 8.03次，但无论是膨胀引起的衰减量和缩短引起的衰

减量都没有明显差别，总衰减量皆约为 0.186；塑性模量的增大虽然减小了由于膨胀引起的衰减量，但增

加了塑性波的反射次数，从而增大了反射衰减量，两者之和整体呈减小趋势；杆 2 直径增大时，无论是膨

胀引起的衰减量还是塑性波往返引起的衰减量都是呈先增后减的趋势，理论计算结果与仿真结果一致，

杆 2的 5种不同的直径中，直径为 10 mm时衰减量最大。
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