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基于广义波阻抗理论的 SHPB 试验中
弹性压缩阶段试件应力-应变曲线的

应力波效应及其影响机理*

高光发
（南京理工大学机械工程学院，江苏 南京，210094）

摘要： 定量研究分离式霍普金森压杆（split Hopkinson pressure bar，SHPB）试验中弹性压缩阶段试件中的应力波效

应是解耦准确材料弹性曲线的基础。在满足平面波假设的基础上，基于广义波阻抗理论，对杆与试件面积不匹配时试

件弹性压缩阶段应力波演化造成的结构效应开展了定量理论研究，分析了不同情况下弹性阶段内试件唯象工程及实

际材料应力-应变曲线的偏差特征与主要因素，并揭示了影响这种偏差的影响规律及其机理。研究表明：对于线性入

射加载波，当无量纲时间为 0.5的倍数时，即使其他参数改变，试件唯象与材料实际的应力-应变曲线仍对应相等；试件

两端的应力差较大时，若应力差的变化趋于稳定，则试件唯象与材料实际的应力-应变曲线差异较小。计算了不同波

动区间内试件的最大应力偏离值及其变化趋势和对应的无量纲时间，研究了入射波是双线性组合波时试件的应力-应

变曲线。研究表明：双线性波入射时，2个线性区间可以独立分析，无论如何组合线性区间或应力差如何变化，只要试

件两端应力差为近似恒定曲线，对应的试件唯象工程应力-应变曲线都是相对准确的。
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Stress wave effects and influencing mechanisms on stress-strain curves
in the elastic compression stage of SHPB tests based

on generalized wave impedance theory

GAO Guangfa
（School of Mechanical Engineering, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, Jiangsu, China）

Abstract:   Quantitative investigation of stress wave effects during the elastic compression stage of split  Hopkinson pressure

bar (SHPB) tests is fundamental for decoupling accurate elastic curve of material. Based on the assumption of plane waves and

utilizing  the  generalized  wave  impedance  theory,  a  quantitative  theoretical  analysis  of  the  structural  effects  caused  by  the

evolution  of  stress  waves  during  the  elastic  compression  stage  of  specimens  with  mismatched  bar/specimen  cross-sectional

areas is conducted. The characteristics and main influencing factors of the deviation between engineering stress-strain curves of

specimens during the elastic stage and the actual material stress-strain curves under different conditions are explored. It further

reveals  the  governing  rules  and  mechanisms  influencing  these  deviations.  The  analysis  indicates  that  for  linearly  incident

loading waves, when the dimensionless time is a multiple of 0.5, even if other parameters change, the engineering stress-strain

values of the specimen correspond approximately to the actual material  stress-strain values.  Even when there is a significant

stress difference at both ends of the specimen, if the variation of stress difference tends to stabilize, the difference between the

engineering  stress-strain  curve  of  the  specimen  and  the  actual  material  stress-strain  curve  is  relatively  small.  The  study
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calculates the maximum stress deviation value of the specimen and its corresponding dimensionless time, as well as the trend

of the maximum stress deviation value of the specimen within different fluctuation intervals. Moreover, the study investigates

the scenario where the incident wave is a bilinear combination wave. The results show that when a bilinear incident wave is

present,  the  two  linear  intervals  can  be  independently  analyzed.  Regardless  of  the  combination  or  the  variation  of  stress

difference,  only  when  the  stress  difference  at  both  ends  of  the  specimen  reaches  an  approximately  constant  curve,  the

corresponding engineering stress-strain curve of the specimen is relatively accurate. This study provides theoretical references

for the refined design of SHPB tests and the accurate data processing.

Keywords:  split Hopkinson pressure bar; stress wave effects; uniform stress assumption; dynamic stress-strain curves

分离式霍普金森压杆（split Hopkinson pressure bar，SHPB）是当前材料动态压缩性能试验的核心装置

之一。利用 SHPB 试验获取材料的一维动态应力-应变曲线，进而获得材料强度的应变率效应与动态应

力-应变关系，是材料动态本构方程建立的重要环节。SHPB 试验建立在平面波假设和应力均匀性假设

的基础上，理论上讲，满足这 2 个假设，SHPB 试验就能得到试件准确的应力-应变曲线。满足平面波假

设，确保了试件的唯象工程应力-应变曲线是一维的、准确的；满足应力均匀性假设，保障了试件的唯象

工程应力-应变曲线（简称试件的应力-应变曲线）与试件材料的工程应力-应变曲线（简称材料的应力-应
变曲线）是相同的。其中，平面波假设是包含准静态试验的单轴压缩试验必须遵守的前提，然而，SHPB
试验过程中，试件两端面摩擦效应[1-2]、杆与试件共轴问题[3-4]、端面接触不良[5-6]、杆中弹性波传播的弥散

效应[7-10]、试件横向惯性效应[11] 等因素破坏了平面波假设，影响了试验的准确性；这些问题无法避免，只

能通过技术与算法改进的方法优化完善。更严重的是，在基于应力波传播与演化理论的 SHPB 试验中，

试件的应力-应变曲线是材料的应力-应变曲线与试件中应力波效应（结构效应）耦合的结果，应力均匀性

假设本身就不成立，它是为了避免复杂的应力波解耦分析和简化数据处理方法而人为设定的。即使满

足或近似满足 2 个基本假设，也只表示试验中的应力-应变曲线是试件材料的动态应力-应变曲线，若考

虑材料在某个应变率下的应力-应变关系，还需满足恒应变率假设，即加载阶段的某个时间区间内应变率

保持或近似保持恒定。恒应变率问题是一个复杂的试验技术问题，一般可以通过整形片等技术来进行

波形调节或利用算法进行校正，它不是本文的研究重点，不做深入分析。

一般而言，SHPB 试验中，材料的弹性阶段不在试件的近似应力均匀区间内，相应的弹性应力-应变

曲线被认为是不准确的，然而有必要对试件弹性压缩阶段的应力波效应进行解耦分析。原因有三：首

先，理论上满足应力均匀性假设是准确的，但也没有证据表明不满足应力均匀性假设是不准确的，部分

学者在拟合材料本构方程或研究材料的黏性效应时，分析弹性阶段的应力-应变曲线，考察其动态杨氏模

量[12-14] 和黏弹性特征[15-17]；其次，研究材料的动态屈服强度率效应是 SHPB 试验的核心任务之一，而动态

屈服强度处于弹性阶段到塑性阶段的转折区，弹性阶段应力波效应的定量分析是准确确定材料动态屈

服强度的重要支撑；最后，在工程应力-应变曲线的转换算法中，一般需要预先给出材料的弹性屈服应变

才能转换塑性阶段的曲线，在准静态试验中，弹性屈服应变很小，可以不加区分直接转换，但在 SHPB 试

验中，很多情况下试件的唯象弹性屈服应变明显大于材料的实际屈服应变，直接转换的误差极大。

特定的杆系统中，在平面波假设的前提下，影响应力波效应的主要因素有杆与试件横截面的面积

比、试件的长度、试件材料的杨氏模量与密度等，其中杨氏模量与密度以声速和波阻抗以组合的形式

对应力波效应产生影响，也就是说主要影响因素有面积比、试件长度、声速与波阻抗。理论上，试件

长度越大、声速越小、广义波阻抗越大（但应小于杆的广义波阻抗）都会放大应力波效应，从而不利于

试件的应力均匀性。本文中，在平面波假设和广义波阻抗理论的基础上，对试件弹性压缩阶段的应力

波效应开展定量理论分析，研究杆与试件面积不匹配以及应力波效应时试件与材料的应力-应变曲线差

异，以及应力波效应影响这种偏差的机理，揭示面积比对试件的应力-应变曲线的影响，以期从试件的应

力-应变曲线中解耦出材料的应力-应变曲线，为 SHPB 试验的精细化设计和试验数据的准确处理提供理

论参考。 
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1    基于广义波阻抗假设的一维弹性波透反射行为

Ab ρb

Eb cb

As ls ρs

Es cs

SHPB中，设杆的直径 D 为 14.5 mm，截面积

为    ，材料密度    为 7.83 g/cm3，材料的杨氏模量

 为 210 GPa，声速为    ；试件的直径为 d，截面积

为    ，长度    为 3 mm，材料密度    为 7.83 g/cm3，

材料杨氏模量    为 210 GPa，声速为    ，如图 1
所示。本文中，只考虑应力不均匀的影响与校

正，不考虑弥散效应，因而设杆与试件材料的

泊松比均为零。设置杆和试件的初始状态为

σ0 σ1 σ1′

δσ

[σ]0∼2′ [σ]1∼2

静止松弛状态，即图 2 中状态点 0、1 和 1'对应

的应力    、    和    均为零，初始时刻，一个强

度为    的压缩增量波到达界面 A，根据广义

波阻抗假设，该入射波在界面 A 上会同时产生

反射和透射，反射波    与透射波    的强

度分别为：
[σ]0∼2′ = σ2′ −σ0 =

k−1
k+1

δσ

[σ]1∼2 = σ2−σ1 =
Ab

As

2k
k+1

δσ
(1)

σ2式中：    为图 2 中状态点 2 的应力，其他类似。

广义波阻抗比 k 为：

k =
ρscsAs

ρbcbAb
=

√
EsρsAs√
EbρbAb

(2)

[σ]1∼2透射波    到达界面 B 的反射波强度为：

[σ]2∼3 = σ3−σ2 =
1/k−1
1/k+1

Ab

As

2k
k+1

δσ =
1− k
1+ k

Ab

As

2k
k+1

δσ (3)

类似地，可以计算图 2中不同波的强度。叠加计算后，图 2中状态点 n1 的应力为：

σn1 =

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ãn1−1
ô

Ab

As
δσ (4)

基于时间 t，定义无量纲时间：

t =
t
t0
=

t
2ls/cs

=

√
Es/ρs
2ls

t (5)

t t0式中：    为无量纲时间，表示弹性波在试件中往返运动的次数；    为弹性波在试件中往返一次所需的

时间。

δσ t̄ σl σr以    到达界面 A 为初始时刻，可以给出    时刻试件左端（    ）与右端（    ）的应力：
σl (t̄) =

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2⟨t̄⟩+1
ô

Ab

As
δσ

σr (t̄) =

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2⟨t̄+0.5⟩ô Ab

As
δσ

(6)

⟨t̄⟩ t̄式中：    表示取数    的整数部分。

根据波阵面上的运动方程，图 2中试件各反射波波阵面速度的增量为：

 

A B

Ab AbAs ls

ρb, cb ρs, cs ρb, cb

图 1    杆与试件的接触区间

Fig. 1    Contact zone between rod and specimen
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图 2    初始时刻单增量波入射对应的物理平面示意图

Fig. 2    Physical plane diagram corresponding to the initial
moment of single incremental wave incidence
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
[v]2n1−1∼2n1

= v2n1 − v2n1−1 = −
[σ]2n1−1∼2n1

ρscs
= −
Å

1− k
1+ k

ã2n1−2Å
1− 1− k

1+ k

ã
Ab

As

δσ
ρscs

[v]2n1∼2n1+1 = v2n1+1− v2n1 =
[σ]2n1∼2n1+1

ρscs
=

Å
1− k
1+ k

ã2n1−1Å
1− 1− k

1+ k

ã
Ab

As

δσ
ρscs

(7)

v2n1 vl

vr

式中：    为图 2 中状态点 2n1 的反射波波阵面速度，其他类似。图 2 中，不同时刻试件左端（    ）与右端

（    ）的质点速度之差为：

[v] = vl− vr =


v2n1 − v2n1−1 = −

Å
1− k
1+ k

ã2n1−2Å
1− 1− k

1+ k

ã
Ab

As

δσ
ρscs

t̄ ∈ (n1−1,n1−1/2)

v2n1 − v2n1+1 = −
Å

1− k
1+ k

ã2n1−1Å
1− 1− k

1+ k

ã
Ab

As

δσ
ρscs

t̄ ∈ [n1−1/2, n1)
(8)

简化后可得：

[v] = vl− vr = −
Å

1− k
1+ k

ã⟨2t̄⟩Å
1− 1− k

1+ k

ã
Ab

As

δσ
ρscs

(9)

考虑到弹性阶段的变形量极小，可忽略工程应力-应变与真实应力-应变的差异，试件在不同时刻的

应变率与应变分别为：

ε̇ =
[v]
ls
= −
Å

1− k
1+ k

ã⟨2t̄⟩Å
1− 1− k

1+ k

ã
Ab

As

δσ
ρscsls

(10)

ε (t) =
w
ε̇dt = −

Å
1− 1− k

1+ k

ã
2Ab

As

δσ
Es

[
⟨2t̄⟩−1∑

i=0

Å
1− k
1+ k

ãi

−
Å

1− k
1+ k

ã⟨2t̄⟩Å
t̄− ⟨2t̄⟩

2

ã]
(11)

 

2    试件两端面上的应力与试件应变率及应变的理论计算

σi ti

σi = f (t) δt

δσi

δσi = σi (δt) δt

t≤ti

设在初始时刻从界面 A 处入射一个强度为

 的压缩波，如图 3 所示，时间波长为    ，加载应

力曲线为    。将入射波按极小时间步长  

离散成一系列强度为    的增量波，若入射波不

是线性波，则    不是恒值。当    无穷小

时，入射波皆为光滑连续波。基于式（6），计算在

加载阶段任意时刻（    ）试件左端面的应力。

t̄＜1若    ，则：

σl (t) =
m∑

j=0

Å
1− 1− k

1+ k

ã
Ab

As
δσi =

2k
1+ k

Ab

As

m∑
j=0

δσi =
2k

1+ k
Ab

As
f (t) (12)

式中：j 为变量。求和上限 m 可表示为：

m =
⟨ t
δt

⟩
≈ t

δt
(13)

1≤t̄＜2若    ，则：

σl (t) =
m1∑
j=0

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã3
ô

Ab

As
δσi+

m2∑
j=0

Å
1− 1− k

1+ k

ã
Ab

As
δσi (14)

式中：

 

100 MPa

O

Nonlinear incident wave

t

p
=−
σ

σ=f(t)

ti

图 3    非线性加载时入射杆中的入射波示意图

Fig. 3    Schematic diagram of nonlinear incident
wave in incident rod
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m1 =

≠
(t̄−⟨t̄⟩) t0

δt

∑
≈ (t̄−⟨t̄⟩) t0

δt
， m2 =

⟨ t0

δt

⟩
≈ t0

δt
(15)

式 (14)可进一步写为：

σl (t) =

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã3
ô

Ab

As
f (t− t0)+

Å
1− 1− k

1+ k

ã
Ab

As

[
f (t)− f (t− t0)

]
(16)

n≤t̄＜n+1类似地，可以给出    （n 为正整数）时，试件左端面的应力表达式：

σl (t) =
Ab

As

n∑
j=1

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2 j−1
ô[

f (t− ( j−1) t0)− f (t− jt0)
]
+

Ab

As

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n+1
ô

f (t−nt0) (17)

若入射波应力函数为：

σi = f (t) =

®
f (t) t＞0
0 t≤0

(18)

则试件左端面的应力可统一表示为：

σl (t) =
Ab

As

⟨t̄⟩∑
j=0

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2 j+1
ô[

f (t− jt0)− f (t− ( j+1) t0)
]

(19)

t̄＜0.5对于试件右端面，当    时，应力为：

σr (t) = 0 (20)

0.5≤t̄＜1.5当    时，应力为：

σr (t) =
m∑

j=0

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2
ô

Ab

As
δσi =

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2
ô

Ab

As
f (t−0.5t0) (21)

1.5≤t̄＜2.5当    时，应力为：

σr (t) =
Ab

As

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2
ô[

f (t−0.5t0)− f (t−1.5t0)
]
+

Ab

As

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã4
ô

f (t−1.5t0) (22)

n+0.5≤t̄＜n+1.5依此类推，可知当    时，应力为：

σr (t) =
Ab

As

n∑
j=1

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2 j
ô[

f (t− ( j−1+0.5) t0)− f (t− ( j+0.5) t0)
]
+

Ab

As

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n+2
ô

f (t− (n+0.5) t0) (23)

式 (18)为入射波应力函数，则试件右端面的应力可统一表示为：

σr (t) =


0 t̄≤0.5

Ab

As

⟨t̄−0.5⟩∑
j=0

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2 j+2
ô[

f (t− ( j+0.5) t0)− f (t− ( j+1.5) t0)
]

t̄＞0.5
(24)

综合式 (19)和 (24)，入射杆中的反射波应力为：

σR (t) =
⟨t̄⟩∑
j=0

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2 j+1
ô[

f (t− jt0)− f (t− ( j+1) t0)
]
− f (t) (25)

透射杆中透射波应力为：

σT (t) =


0 t̄≤0.5
⟨t̄−0.5⟩∑

j=0

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2 j+2
ô[

f (t− ( j+0.5) t0)− f (t− ( j+1.5) t0)
]

t̄＞0.5
(26)
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以线性上升入射加载情况（图 4）为例，设入

射波峰值应力为−100 MPa，加载宽度为 10 mm，

利用 ABAQUS 软件进行数值仿真。仿真模型中

三杆共轴，且材料参数与第 1 节中参数相同，采

用二维轴对称线性显式单元 ，网格尺寸为

0.25 mm×0.25 mm，入射杆与透射杆长度均为

1 000 mm，加载时间宽度约 36 μs。数值仿真过程

中，虽然入射杆左端输入的入射波为图 4 所示波

形，但在杆中传播过程中由于人工黏性使“尖

锐”拐角部分成弧形，导致入射波斜率减小；且

实际斜率越大，数值误差越大，导致输入的入射

波与到达试件左端面的入射波差异较大。为了对比理论推导与数值仿真，理论计算中也采用仿真中入

射杆试件端真实的入射波代替式 (18)，计算杆中的反射波与透射波应力，理论计算与数值仿真的结果对

比如图 5 所示，两者符合良好。数值仿真中，虽然假设杆材料无泊松比，但由于杆与试件面积不匹配，导

致直径相对较大的反射杆中存在明显的应力波紊乱行为，反射波发生振荡；对于线弹性波传播的二维轴

对称有限元计算，可以认为数值仿真结果是准确的。这也表明，基于一维弹性波理论与广义波阻抗假设

的理论推导是正确的。

根据式 (19)和 (24)，计算入射波加载阶段不同时刻试件轴向应力平均值：

σ̃ (t) =
σl (t)+σr (t)

2
=


σl (t)

2
t̄≤0.5

σl (t)+σr (t)
2

t̄＞0.5
(27)

和轴向应力差：

∆σ (t) = σl (t)−σr (t) =

®
σl (t) t̄≤0.5

σl (t)−σr (t) t̄＞0.5
(28)

n/2≤t̄＜(n+1)/2类似地，    时，试件左端面的应变率为：

ε̇ = −Ab

As

2k
1+ k

1
ρscsls

{
n∑

j=0

Å
1− k
1+ k

ã j [
f
(

t− j
t0

2

)
− f

(
t− j

t0

2
− t0

2

)]}
(29)

 

 

100 MPa

O

Linear incident wave

p
=−
σ

tt
i

图 4    线性加载时入射杆中的入射波示意图

Fig. 4    Schematic diagram of linear loading incident
waveform in incident rod
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图 5    理论计算与数值仿真的反射波与透射波应力对比

Fig. 5    Comparison of theoretical calculation and numerical simulation of reflected and transmitted waves
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3    入射波加载阶段试件工程应力-应变关系及其影响

若入射波为线性加载波（斜率为 κ），即

σli =

ß
κt t＞0
0 t≤0 (30)

则式 (19)和 (24)可表示为：

σl (t) =
Ab

As
κ


2k

1+ k
t t ∈ [0,1)ñ

1−
Å

1− k
1+ k

ã2n+1
ô

(t−nt0)+

®
n− 1− k2

4k

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n
ô´

t0 t ∈ [n,n+1)
(31)

σr (t)=
Ab

As
κ



0 t̄ ∈
ï
0,

1
2

ã
2k

1+ k
2

1+ k

Å
t− 1

2
t0

ã
t̄ ∈
ï

1
2
,
3
2

ãñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n+2
ôï

t−
Å

n+
1
2

ã
t0

ò
+

®
n− (1− k)2

4k

ñ
1−
Å

1− k
1+ k

ã2n
ô´

t0 t̄ ∈
ï

n+
1
2
,n+

3
2

ã (32)

对应试件的轴向平均应力为：

σ̃ (t) =
1
2

Ab

As
κ

®ñ
2−
Å

1− k
1+ k

ãn0

−
Å

1− k
1+ k

ãn0+1
ô(

t− n0

2
t0

)
+

ï
2n0−

1
k
+

1
k

Å
1− k
1+ k

ãn0
ò

t0

2

´
t̄ ∈
ï

n0

2
,
n0+1

2

ã
(33)

式中：n0 为非负整数。

t̄ t̄

t̄

根据固体中的一维杆共轴撞击理论，不同

撞击速度下，入射波上升沿的宽度（即加载段的

斜率）不同，撞击速度越高，对应的斜率就越大。

上升沿宽度分别为 2、4、8、16 和 32 μs 的 5 种线

性增加入射波如图 6 所示。试件的默认截面积

为杆截面积的 1/2，其他参数与第 1 节相同，根据

式（33），计算入射波斜率不同时试件的平均应力

时程曲线，结果如图 7 所示。可以发现：在 n0≤

 ＜n0+0.5区间内，平均应力曲线是光滑的；当   为 0.5
的整数倍时，曲线出现转折，特别是    ＜1.0 时，

t̄这种转折特别明显；而    ＞1.0时，试件的轴向平均应力时程曲线相对光滑。

根据式 (31)～(32)，计算试件两端轴向应力差：

∆σ (t) =
Ab

As
κt0

ß
2k

1+ k

Å
−1− k

1+ k

ãn0 (
t̄− n0

2

)
+

k
2

ï
1−
Å
−1− k

1+ k

ãn0
ò™

t̄ ∈
ï

n0

2
,
n0+1

2

ã
(34)

t̄ t̄ t̄

t̄

线性入射波斜率不同时，试件两端的应力差时程曲线如图 8 所示。可以看出：在线性入射波加载阶

段，试件两端应力差在    =0.5 时达到最大，在    =1.0 时降到最小，之后小幅振荡；当    ＞2.0 时，试件两端的

应力差近似为大于零的恒值，且线性入射波的斜率越大，该恒值就越大。由式 (34) 可知，当    较大时，应

力差可近似表示为：

∆σ (t)→ Ab

As
kκ

t0

2
(35)

即应力差的近似恒值与入射波斜率成正比。

定义试件两端轴向的相对应力差为应力不均匀度：

Uσ (t) =
∆σ (t)
σ̃ (t)

(36)

 

p
=−
σ

100 MPa

O t4 μs2 μs 32 μs16 μs8 μs

图 6    不同波长的线性入射波

Fig. 6    Incident waves with different wavelengths
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则可计算线性入射波斜率不同时试件两端的应力不均匀度：

Uσ (t) =

4k
1+ k

Å
−1− k

1+ k

ãn0 (
t− n0

2
t0

)
+ k
ï
1−
Å
−1− k

1+ k

ãn0
ò

t0ñ
2−
Å

1− k
1+ k

ãn0

−
Å

1− k
1+ k

ãn0+1
ô(

t− n0

2
t0

)
+

ï
2n− 1

k
+

1
k

Å
1− k
1+ k

ãn0
ò

t0

2

t̄ ∈
ï

n0

2
,
n0+1

2

ã
(37)

t̄

计算结果如图 9 所示。可以看出：在广义波阻抗比相同的情况下，线性入射波斜率不同时，试件两

端的应力不均匀度时程曲线近似重合，皆随着无量纲时间的增大而减小；因而，斜率较小的入射波由于

弹性加载的无量纲时间较长，使得最终的应力不均匀度较小，当    ＞2.0 时，试件两端的应力不均匀度减

小到 0.2以下。

根据式 (29)，计算试件的应变率：

ε̇ (t̄) = −Ab

As

4k
1+ k

κ

Es

ßÅ
1− k
1+ k

ãn0 (
t̄− n0

2

)
+

1+ k
4k

ï
1−
Å

1− k
1+ k

ãn0
ò™

t̄ ∈
ï

n0

2
,
n0+1

2

ã
(38)

积分后，得到试件的应变：

ε (t) =− Ab

As

2k
1+ k

κt0

Es

ßÅ
1− k
1+ k

ãn0(
t̄− n0

2

)2

+
1+ k
2k

ï
1−
Å

1− k
1+ k

ãn0
ò(

t̄− n0

2

)
+

1+ k
4k

ß
n0−

1
2k

ï
1−
Å

1− k
1+ k

ãn0
ò™™

t̄ ∈
ï

n0

2
,
n0+1

2

ã
(39)
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图 7    线性入射波斜率不同时试件的平均应力无量纲时程曲线

Fig. 7    Dimensionless time history curves of average stress
in specimen at different slopes of incident wave
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图 8    线性入射波斜率不同时试件两端的应力差时程曲线

Fig. 8    Time history curves of stress difference at both ends
of specimen at different slopes of incident wave
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图 9    不同线性入射波斜率时试件两端的应力不均匀度时程曲线

Fig. 9    Time history curve of dimensionless stress difference in specimen at different slopes of incident wave
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根据式 (38)～(39)，计算线性入射波斜率不同时试件的应变率时程曲线和应变时程曲线，结果如图 10
和 11所示。

t̄ t̄ = 0.5n特别地，当    为 0.5的整数倍，即    （n 为正整数）时，试件两端的平均轴向应力为：

σ̃ (t) =
1
2

k
1+ k

Ab

As
κ



t0 t̄ =
1
2

4+2k
1+ k

t0 t̄ = 1ñÅ
1− k
1+ k

ã2

+3
1− k
1+ k

+5

ô
t0 t̄ =

3
2

(40)

对应的轴向工程应变为：

ε (t) = −1
2

Ab

As

k
1+ k

κ

Es



t0 t̄ =
1
2

4+2k
1+ k

t0 t̄ = 1ñÅ
1− k
1+ k

ã2

+3
1− k
1+ k

+5

ô
t0 t̄ =

3
2

(41)

根据式 (40)～ (41)，计算试件工程的杨氏

模量：

Es =
σ̃ (t)
ε (t)
= ρsc2

s = Es (42)

Es

t̄ = 0.5n

式中：    为试件材料的杨氏模量。类似地，可以

推导，    时，对应点与零点的连线斜率即试

件唯象的杨氏模量正好等于材料的杨氏模量。

t̄ = 0.5n

t̄ = 0.5n t̄

以入射波上升沿宽度为 8 μs为例，根据式 (33)
和 (39)，计算试件的应力-应变曲线，并与仿真计

算中所输入的线弹性材料应力 -应变曲线作对

比，如图 12 所示。可以看出，试件的应力-应变

曲线虽然波动，但每当    时，又回归到材料

的应力-应变曲线上，与理论推导的结论完全一

致。由式 (41) 可知，    时，试件的应变与  
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图 10    线性入射波斜率不同时试件的应变率时程曲线

Fig. 10    Time history curves of strain rate in specimen
at different slopes of incident wave
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图 11    线性入射波斜率不同时试件的应变时程曲线

Fig. 11    Time history curves of strain in specimen
at different slopes of incident wave
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成正比，也就是说，随着时间的推移，相同时间内

试件的应变逐渐变大，图 12 中试件应力-应变曲

线的波动周期也逐渐增大。

t̄ = 0.5n图 13 显示了    时，不同的入射波斜率

对应的试件应力-应变点以及材料的应力-应变

曲线。从图 11 和式（39）可以看出，随着入射波

斜率的增大，相同时间内试件的应变成正比地增

大，图 13 中应力-应变曲线的振荡周期也成正比

地增加。

δσ (t)

σ̃ σ∗

定义任意时刻试件的应力偏离值（    ）为

试件的轴向平均应力（    ）与材料的理论应力（    ）

之差：

δσ (t) = σ̃−σ∗ = σ̃−Esε (43)

将式 (33)和 (39)代入式 (43)，则：

δσ (t) = σ̃−σ∗ = Ab

As
κ

k
1+ k

Å
1− k
1+ k

ãn0

t0

ï(
t̄− n0

2

)
−2

(
t̄− n0

2

)2
ò

(44)

当试件的应力-应变曲线斜率与材料的杨氏模量相等时，该斜率偏离真实材料应力-应变曲线斜率最

大，即 ∣∣∣∣ σ̃′ (t)ε′ (t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ σ̃′ (t)ε̇ (t)

∣∣∣∣ = ρsc2
s (45)

σ̃′ ε′式中：    为平均应力对时间的导数，    为应变对时间的导数。展开式 (45)，有：

|σ̃′ (t)| = ρsc2
s |ε̇ (t)| (46)

将式 (33)、(37)代入式 (46)，可解得：

t̄ =
1
4
+

n0

2
(47)

t̄每个波动区间内，当    满足式 (47) 时，式 (45) 成立。将式 (47) 代入式 (43)，获得不同波动区间的最大

应力偏离值：

δσmax =
Ab

As

κ

8
k

1+ k

Å
1− k
1+ k

ãn0

t0 (48)

从式 (48) 可以看出，随着入射波斜率的增大，或试件长度的增大，或杆与试件截面积比的增大，应力

偏离值线性增大，且随着时间的推移，下一个波动区间的最大应力偏离值明显小于上一个波动区间，如

图 12 ～13所示。

以入射波上升沿宽度为 8 μs 且杆与试件截面积比为 2 为例，若杆与试件的材料相同，则式 (48) 可简

化为：

δσmax =

Å
1
3

ãn0+1
κt0

4
≈ 58

3n0+1
MPa (49)

t̄

t̄

t̄

结合式 (47) 和 (49) 可知：当    ＞1.0 时，试件的唯象应力-应变与试件材料的真实应力-应变 2 条曲线

的最大偏差约 2.1 MPa；当    ＞2.0 时，2 条曲线的最大偏差小于 0.24 MPa，图 12 中，此时试件的唯象应力-
应变曲线与材料应力-应变曲线基本重合，说明试件的曲线相对准确。综合式 (34) 和图 10 可以发现，

 ＞2.0 时，试件两端的应力差约为 7.15 MPa，相对应力不均匀度为 16.5%，应力波在试件中往返 2 次。因

此，应力均匀性假设是试件弹性阶段应力-应变关系能相对准确测定的充分非必要条件。
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图 13    线性入射波斜率不同时试件的应力-应变曲线

Fig. 13    Stress-strain curve of specimen
under different incident wave slopes
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一般地，对于特定的 SHPB 和试件材料，其截面积减小，广义波阻抗比 k 成正比地减小，弹性入射波

的峰值也成比例地减小。图 14 显示了杆与试件的截面积比分别为 2∶1、3∶1、4∶1 和 5∶1 时，试件的

唯象应力-应变曲线以及试件材料的实际应力-应变曲线。可以看出：截面积比不同时，试件的唯象应力-
应变曲线均表现出“振荡-回归”趋势，且振荡幅度逐渐减小；截面积比越小，振荡周期时间越短，最大偏

离值越小。这是因为，相同时刻，随着截面积比的减小，试件的应变也减小，如图 15所示。

t̄

t̄

随着截面积比的增大，试件的唯象应变率特别是稳定阶段的应变率逐渐增大；截面积比小的试件达

到应变率平台所需的时间更短，如图 16 所示。截面积比为 2∶1、    ＞2.0 时，试件的应变率基本稳定在

60 s−1 左右；而截面积比为 5∶1、    =6.0时，试件的应变率还未进入稳定区，约为 148 s−1。

t̄

t̄

对于试件两端的应力差，截面积比只影响它到达相对稳定区的时间；在稳定区，试件两端的应力差

相同，约为 3.6 MPa，如图 17 所示。随着截面积比的增大，应力差时程曲线的振荡幅度也逐渐增大。截

面积比为 2∶1 时，最大应力差为 4.8 MPa；截面积比为 5∶1 时，最大应力差为 6.0 MPa。随着截面积比的

增大，应力差到达稳定区的时间也逐渐加大。截面积比为 2∶1 时，应力差到达稳定区的无量纲时间为

2.0；截面积比为 5∶1 时，应力差到达稳定区的无量纲时间超过 6.0。相应地，截面积比为 2∶1 时，    ＞

2.0，试件的唯象应力-应变曲线与试件材料的应力-应变曲线基本重合；而截面积比为 5∶1 时，    ＞6.0，
2条曲线基本重合（图 14）。 
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图 14    截面积比不同时试件与材料的应力-应变曲线

Fig. 14    Stress-strain curves of specimen and material
with different area ratios
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图 15    截面积比不同时试件的应变时程曲线

Fig. 15    Time history curves of strain in specimen
at different area ratios
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Fig. 16    Time history curves of strain rate
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of specimen at different area ratios
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4    非线性入射波时试件的工程应力-应变关系

实际 SHPB 试验中，入射波中的加载并不是理想的单线性加载，而是如图 18 所示的形式。将图 18
简化为双线性形式，从线性交点处分别取 1 个单位长度进行弧形光滑过渡处理，第 1 个线性加载宽度为

4 μs、峰值应力为 10 MPa；第 2 个线性加载宽度分别为 2、4、8、16 和 32 μs，峰值应力为 100 MPa。图 19
为第 2 个线性加载宽度为 8 μs 时试件的轴向平均应力与应变时程曲线，可以看出，2 条曲线的变化趋势

与入射波相同，最大弹性应变约为 0.000 8，最大应力约为 186 MPa。

t̄

对于近似双线性的入射波，试件的应力差（图 20）可划分为 2 个阶段。在第 1 阶段，由于入射波斜率

较小，应力差的振荡幅度也较小，    ＞1.0 后，基本稳定；在第 2 阶段，应力差与入射波的斜率相关，其变化

趋势与单线性入射时一致。可以看出，这 2个阶段没有明显的耦合关系，可以独立分析。

图 21 为双线性入射时试件的唯象应力-应变曲线，其变化趋势与图 20 的应力差时程曲线一致，可划

分为 2 个阶段。在第 1 阶段，应力与应变线性相关；在第 2 阶段，应力-应变曲线特征与单线性入射时基

本一致。2 个阶段无相互影响，这说明若入射波可等效为多段线性波的组合，且每一段的作用时间足以

使试件的应力差到达恒定区，则对应的试件唯象工程应力-应变关系是相对准确的。 
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图 18    实际弹性加载曲线示意图

Fig. 18    Simplified schematic diagram
of actual elastic loading curve
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Fig. 19    Time history curves of stress-strain under bilinear
incident wave and comparison with single linear
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of specimen under bilinear incident
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5    结　论

针对 SHPB 试验中试件弹性阶段的应力-应变问题，忽略杆与试件端面的摩擦以及面积不匹配导致

的应力紊乱，基于一维波的广义波阻抗假设，对试件与杆不匹配时试件弹性压缩阶段应力波传播导致的

结构效应开展了定量的理论分析，揭示了杆与试件截面积比对弹性阶段内试件唯象工程应力-应变曲线

的影响，得到的主要结论如下。

(1) 基于广义波阻抗在界面上的平衡和连续条件，考虑杆与试件面积不匹配的情况，推导了任意应

力波入射时在一维弹性波透反射作用下试件两端的应力、透反射应力波以及试件的唯象应变率，并开展

了对应的数值仿真研究，理论推导与数值仿真的结果基本一致。

(2)以线性入射加载波为例，推导了试件的平均轴向应力、轴向应力差、试件唯象工程应变率与应变

等关键参量，分析了试件的唯象工程应力-应变曲线与实际材料应力-应变曲线的差异。当无量纲时间

为 0.5 的倍数时，即使其他参数变化，试件的唯象工程应力-应变曲线与材料实际的应力-应变曲线对应

相等。

(3) 杆与试件截面积不匹配的情况下，对于单线性入射波，即使试件两端的应力差较大，若应力差

的变化趋于稳定，则试件唯象与材料实际的应力-应变曲线差异较小，试件的唯象工程应力-应变曲线

相对准确。对于多线性组合的入射波，若每一段的应力差都能到达恒定区，对应的试件唯象工程应力-
应变曲线相对准确；若在加载区间内，应力差不能到达恒定区，则试件的唯象工程应力-应变曲线存在

一定偏差。
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